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En este tema suponemos que H1, H2 son espacios de Hilbert complejos.

Objetivo:

estudiar varias descripciones equivalentes de las isometŕıas lineales H1 → H2.

Prerrequisitos:

la correspondencia entre las formas sesquilineales acotadas
y los operadores lineales acotados;

el operador adjunto en espacios de Hilbert;

la identidad de polarización para el producto interno.



En este tema suponemos que H1, H2 son espacios de Hilbert complejos.

Objetivo:

estudiar varias descripciones equivalentes de las isometŕıas lineales H1 → H2.
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Repaso: el producto interno, la norma inducida y la distancia inducida

Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno.

Producto interno
〈·, ·〉

Norma
‖ · ‖

‖v‖ :=
√
〈v , v〉

Distancia
d

d(u, v) := ‖u − v‖

‖u‖ = d(u, 0H)〈u, v〉 = 1
4

3∑
k=0

ik ‖u + ik v‖2
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Repaso: el operador adjunto

Sean H1, H2 espacios de Hilbert y sea S ∈ B(H1, H2).
Enonces existe un único T en B(H2, H1) tal que

∀x ∈ H1 ∀y ∈ H2 〈Sx , y〉H2 = 〈x , Ty〉H1 .

Este operador T se denota por S∗ y se llama el operador adjunto de S.



Repaso: la correspondencia entre los operadores lineales acotados
y las formas sesquilineales acotadas es biyectiva

Para cada S en B(H), se define fS ∈ S(H),

fS(x , y) := 〈Sx , y〉.

La correspondencia S 7→ fS es biyectiva.

En otras palabras, si S, T ∈ B(H) y

∀x , y ∈ H 〈Sx , y〉 = 〈Tx , y〉,

entonces S = T .
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Repaso: isometŕıas entre los espacios métricos

Sean (X , dX ), (Y , dY ) espacios métricos.
Una función f : X → Y se llama isometŕıa , si

∀a, b ∈ X dY (f (a), f (b)) = dX (a, b).

¿Es cierto que cada isometŕıa es inyectiva?

¿Es cierto que cada isometŕıa es suprayectiva?
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¿Es cierto que cada isometŕıa es suprayectiva?



Isometŕıas lineales entre los espacios normados

Ejercicio.
Sean V1, V2 espacios normados complejos y sea S : V1 → V2 una transformación lineal.

Mostrar que las siguientes dos condiciones son equivalentes:

S es una isometŕıa, es decir, S preserva la distancia;

S preserva la norma, es decir, ∀u ∈ V1 ‖Su‖V2 = ‖u‖V1 .

En particular, si S es una isometŕıa de V1 a V2, entonces S ∈ B(V1, V2) y ‖S‖ = 1.
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Criterio de isometŕıas entre los espacios de Hilbert

Proposición
Sea S ∈ B(H1, H2). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) S∗S = IH1 .

(b) S preserva el producto interno:

∀x , y ∈ H1 〈Sx , Sy〉H2 = 〈x , y〉H1 .

(c) S preserva la norma:
∀u ∈ H1 ‖Su‖H2 = ‖u‖H1 .

(d) S preserva la distancia:

∀x , y ∈ H dH2(Sx , Sy) = dH1(x , y).



Plan de demostración

Se recomienda demostrar equivalencias entre las afirmaciones “vecinas”:

(a) ⇐⇒ (b) ⇐⇒ (c) ⇐⇒ (d).

Demostremos solamente un par de implicaciones, las demás se dejan como ejercicios.
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Demostración, (b)⇒(a)

Supongamos que S preserva el producto interno.
Demostremos que S∗S = IH1 .

Para cada x , y en H1,

〈S∗Sx , y〉H1 = 〈Sx , Sy〉H1 = 〈x , y〉H1 = 〈IH1x , y〉H1 .

Hemos mostrado que los operadores S∗S, IH1 inducen la misma forma sesquilineal.

Como la correspondencia entre S(H1) y B(H1) es biyectiva, S∗S = IH1 .
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Demostración, (c)⇒(b)

Supongamos que S preserva la norma. Demostremos que S preserva el producto interno.

Sean x , y ∈ H. Aplicamos la identidad de polarización:

〈Sx , Sy〉H2 = 1
4

3∑
k=0

ik ‖Sx + ik Sy‖2
H2 = 1

4

3∑
k=0

ik ‖S(x + ik y)‖2
H2 .

Aplicamos la suposición que S preserva la norma,
luego otra vez aplicamos la identidad de polarización:

. . . = 1
4

3∑
k=0

ik ‖x + ik y‖2
H1 = 〈x , y〉H1 .
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Ejemplo: el operador de desplazamiento a la derecha en `2(N)

R : `2(N)→ `2(N),

(Rx)k :=

xk−1, k ≥ 2;

0, k = 1.

En otras palabras,

R : (x1, x2, x3, x4, . . .) 7→ (0, x1, x2, x3, . . .).

Mostrar que R es una isometŕıa.

Mostrar que R no es sobre.

Encontrar R∗ y mostrar de manera directa que R∗R = I.
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Ejemplo: otra isometŕıa `2(N)→ `2(N)

S : `2(N)→ `2(N),

(Sx)k :=

xk/2, k es par;

0, k es impar.

En otras palabras,

S : (x1, x2, x3, . . .) 7→ (0, x1, 0, x2, 0, x3, . . .).

Mostrar que S es una isometŕıa.

Mostrar que S no es sobre.

Encontrar S∗ y mostrar de manera directa que S∗S = I.
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Mostrar que S no es sobre.

Encontrar S∗ y mostrar de manera directa que S∗S = I.



Ejemplo: otra isometŕıa `2(N)→ `2(N)
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S : `2(N)→ `2(N),

(Sx)k :=

xk/2, k es par;

0, k es impar.

En otras palabras,

S : (x1, x2, x3, . . .) 7→ (0, x1, 0, x2, 0, x3, . . .).

Mostrar que S es una isometŕıa.
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Ejemplo: una permutación de componentes en `2(N)

Definimos S : `2(N)→ `2(N),

(Sx)k :=


xk−1, k es par;

xk+1, k es impar.

En otras palabras,
S : (x1, x2, x3, x4, . . .) 7→ (x2, x1, x4, x3, . . .).

Mostrar que S es una isometŕıa.

Mostrar que S∗ = S y S2 = I.

En particular, S es un isomorfismo isométrico.
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La proyección ortogonal que proviene de la isometŕıa lineal

Ejercicio.
Sean H1, H2 espacios de Hilbert y sea S ∈ B(H1, H2) una isometŕıa lineal, esto es,

S∗S = IH1 .

Pongamos P := S S∗.

Notamos que P ∈ B(H2).

Demostrar que P2 = P y P∗ = P.

Demostrar que P y S tienen la misma imagen: im(P) = im(S).
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