
El ĺımite superior y el ĺımite inferior de una sucesión

Objetivos. Definir las nociones de los ĺımites superior e inferior de una sucesión y ver un
par de ejemplos.

Requisitos. Supremo e ı́nfimo de un conjunto. Trabajo con desigualdades, supremos e
ı́nfimos.

1 Proposición (sobre el ĺımite de una sucesión creciente, repaso). Sea a = (an)n∈N una
sucesión creciente en R, esto es, an ≤ an+1 para todo n ∈ N. Entonces

lim
n→∞

an = sup
n∈N

an.

2 Proposición (sobre el ĺımite de una sucesión decreciente, repaso). Sea a = (an)n∈N
una sucesión decreciente en R, esto es, an ≥ an+1 para todo n ∈ N. Entonces

lim
n→∞

an = inf
n∈N

an.

Sea x = (xn)n∈N una sucesión en R. Para cada k en N, la k-ésima cola de (xn)n∈N se
define como el conjunto {xn : n ≥ k}. En otras palabras, este conjunto es la imagen del
conjunto {n ∈ N : n ≥ k} bajo la función x:

{xn : n ≥ k} = x
[
{n ∈ N : n ≥ k}

]
= {v ∈ R : ∃n ≥ k v = xn}.

Para el supremo y el ı́nfimo de este conjunto usamos la siguiente notación breve:

sup
n≥k

xn = sup{xn : n ≥ k}, inf
n≥k

xn = inf{xn : n ≥ k}.

3 Proposición (sobre la sucesión de los supremos de las colas de una sucesión). Sea
x = (xn)n∈N una sucesión en R. Definimos una sucesión a = (ak)k∈N mediante la regla

ak := sup
n≥k

xn.

Entonces la sucesión a es decreciente.

Demostración. Sea k ∈ N. Entonces {n ∈ N : n ≥ k + 1} ⊆ {n ∈ N : n ≥ k}. Por la
propiedad creciente de las imágenes,

x
[
{n ∈ N : n ≥ k + 1}

]
⊆ x

[
{n ∈ N : n ≥ k}

]
.

En la notación breve,
{xn : n ≥ k + 1} ⊆ {xn : n ≥ k}.

Por la propiedad creciente del supremo, ak+1 ≤ ak.
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4 Definición (el ĺımite superior de una sucesión). Sea x = (xn)n∈N una sucesión en R.
Su ĺımite superior se define mediante la siguiente fórmula:

lim sup
n→∞

xn := inf
k∈N

sup
n≥k

xn.

5 Proposición. Sea x = (xn)n∈N una sucesión en R. Entonces

lim sup
n→∞

xn = lim
k→∞

sup
n≥k

xn. (1)

Demostración. Se sigue de la Proposición 2 aplicada a la sucesión (ak)k∈N, donde ak :=
supn≥k xk.

6 Definición. Sea x = (xn)n∈N una sucesión en R. Su ĺımite inferior se define mediante
la siguiente fórmula:

lim inf
n→∞

xn := sup
k∈N

inf
n≥k

xn. (2)

7 Ejercicio. Sea x = (xn)n∈N una sucesión en R. Demostrar que su ĺımite inferior se
puede escribir como “el ĺımite de ı́nfimos de colas”:

lim inf
n→∞

xn = lim
k→∞

inf
n≥k

xn. (3)

8 Proposición (comparación del ĺımite superior con el ĺımite inferior). Sea x = (xn)n∈N
una sucesión en R. Entonces

lim inf
n→∞

xn ≤ lim sup
n→∞

xn. (4)

Demostración. Para cada k en N, pongamos

ak := sup
n≥k

xk, bk := inf
n≥k

xk.

El conjunto Yk := {xn : n ≥ k} es no vaćıo; por ejemplo, uno de sus elementos es xk. Por
eso el ı́nfimo de este conjunto es menor o igual que su supremo:

bk = inf(Yk) ≤ xk ≤ sup(Yk) ≤ ak.

Como bk ≤ ak para cada k en N, y ambas sucesiones tienen ĺımites, la misma desigualdad
se cumple para sus ĺımites:

lim inf
n→∞

xk = lim
k→∞

bk ≤ lim
k→∞

ak = lim sup
n→∞

xk.

9 Ejemplo. Consideremos la sucesión (xn)n∈N definida mediante la siguiente regla:

xn := (−1)n
(

3 +
1

n

)
.
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Calculemos los primeros elementos de esta sucesión:

x1 = −4, x2 =
7

2
, x3 = −10

3
, x4 =

13

4
, x5 = −16

5
, x6 =

19

6
.

Pongamos
Yk := {xn : n ≥ k}.

Consideremos por separado los elementos con ı́ndices impares y las colas de las sucesión
correspondiente:

qn := x2n−1 = −
(

3 +
1

2n− 1

)
, Qk := {qn : n ≥ k}.

También consideremos los elementos con ı́ndices pares y las colas de la sucesión corres-
pondiente:

pn := x2n = 3 +
1

2n
, Pk := {pn : n ≥ k}.

Como la sucesión (qn)n∈N es creciente y la sucesión (pn)n∈N es decreciente, los supremos e
ı́nfimos de sus colas se calculan fácilmente:

sup(Qk) = lim
n→∞

qn = −3, inf(Qk) = qk = −
(

3 +
1

2k − 1

)
,

sup(Pk) = pk = 3 +
1

2k
, inf(Pk) = lim

n→∞
pn = 3.

Las colas de la sucesión original se expresan a través los conjuntos Pk y Qk

Y2m−1 = {x2m−1, x2m, x2m+1, . . .} = Qm ∪ Pm, (5)

Y2m = {x2m, x2m+1, . . .} = Qm+1 ∪ Pm. (6)

Dejamos como un ejercicio la demostración formal de (5) y (6). Finalmente, notemos que
Ahora es fácil calcular el supremo y el ı́nfimo de Yk:

ak := sup(Yk) =

max{sup(Qm), sup(Pm)}, k = 2m− 1;

max{sup(Qm+1), sup(Pm)}, k = 2m
=

3 + 1
2m

, k = 2m− 1;

3 + 1
2m

, k = 2m.

Notemos que en ambos casos m = b(k + 1)/2c, aśı que

ak = 3 +
1

2
⌊
k+1
2

⌋ (k ∈ N).

Por eso
lim sup
n→∞

xn = lim
k→∞

ak = 3.
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De manera similar, poniendo bk := inf(Yk), obtenemos

bk =

{
−
(
3 + 1

2m−1

)
, k = 2m− 1;

−
(
3 + 1

2m+1

)
, k = 2m,

and
lim inf
n→∞

xn = lim
k→∞

bk = −3.

10 Problema. Sean (pn)n∈N y (qn)n∈N sucesiones en R que tienen ĺımites en R:

lim
n→∞

pn = u, lim
n→∞

qn = v.

Consideremos la sucesión (xn)n∈N definida como

xn :=

{
qm, n = 2m− 1,

pm, n = 2m.

De manera menos formal,

xn = (q1, p1, q2, p2, q3, p3, . . .).

Demostrar que

lim sup
n→∞

xn = max{u, v}, lim inf
n→∞

xn = min{u, v}.
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