El limite superior y el limite inferior de una sucesién

Objetivos. Definir las nociones de los limites superior e inferior de una sucesiéon y ver un
par de ejemplos.

Requisitos. Supremo e infimo de un conjunto. Trabajo con desigualdades, supremos e
infimos.

1 Proposicién (sobre el limite de una sucesion creciente, repaso). Sea a = (an)nen una
sucesion creciente en R, esto es, a, < a,11 para todo n € N. Entonces

lim a, = sup a,.
n— o0 neN

2 Proposicién (sobre el limite de una sucesién decreciente, repaso). Sea a = (an)nen
una sucesion decreciente en R, esto es, a, > an+1 para todo n € N. Entonces

lim a, = inf a,.
n—00 neN

Sea = = (T, )nen Una sucesién en R. Para cada k en N, la k-ésima cola de (,,)nen se
define como el conjunto {z,,: n > k}. En otras palabras, este conjunto es la imagen del
conjunto {n € N: n > k} bajo la funcién z:

{r,: n>k}=z[{neN: n>k}| ={veR: In>k v=u,}.
Para el supremo y el infimo de este conjunto usamos la siguiente notacion breve:

sup x, = sup{z,: n >k}, inf z, = inf{z,,: n > k}.
n>k n>k

3 Proposicién (sobre la sucesién de los supremos de las colas de una sucesién). Sea
T = (Tp)nen una sucesion en R. Definimos una sucesion a = (ay)ren mediante la regla

Qg ‘= SUp Ty,.
n>k

Entonces la sucesion a es decreciente.

Demostracion. Sea k € N. Entonces {n € N: n > k+ 1} C {n € N: n > k}. Por la
propiedad creciente de las iméagenes,

z[{neN: n>k+1} Cz[{n e N: n>k}|.

En la notacion breve,
{p: n>k+1} C{x,: n>k}.

Por la propiedad creciente del supremo, a1 < ay. O
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4 Definicién (el limite superior de una sucesién). Sea x = (x,)nen una sucesion en R.
Su limite superior se define mediante la siguiente féormula:

lim sup x,, :== inf sup z,,.
n—00 €N p>k

5 Proposicién. Sea x = (x,)nen una sucesion en R. Entonces

limsup z,, = lim sup z,. (1)
N—00 k=00 p>k

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 2 aplicada a la sucesién (ay)gen, donde ay, =
SUpP,, >k Tk O

6 Definicién. Sea z = (z,)nen una sucesion en R. Su limite inferior se define mediante
la siguiente féormula:

lim inf ,, := sup inf z,,. (2)
n—00 keN N>k

7 Ejercicio. Sea x = (x,)neny una sucesion en R. Demostrar que su limite inferior se
puede escribir como “el limite de infimos de colas”:

liminf z, = lim inf z,. (3)
n—00 k—oon>k

8 Proposicién (comparacion del limite superior con el limite inferior). Sea © = (2,)nen

una sucesion en R. Entonces

lim inf z,, < limsup x,,. (4)
n—00 n—00

Demostracion. Para cada k en N, pongamos

ay = Sup Ty, by = inf xy.
n>k n>k

El conjunto Y = {x,: n > k} es no vacio; por ejemplo, uno de sus elementos es xj. Por
eso el infimo de este conjunto es menor o igual que su supremo:

bk = 1nf(Yk) S T S Sup(Yk) S ayg.

Como by < ay para cada k en N, y ambas sucesiones tienen limites, la misma desigualdad
se cumple para sus limites:

liminf z;, = lim b, < lim a; = lim sup . O
n—00 k—o0 k—o0 n—00

9 Ejemplo. Consideremos la sucesion (x,,),en definida mediante la siguiente regla:

)
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Calculemos los primeros elementos de esta sucesion:

4 7 10 13 16 19
= — = — = — €T = — LT — —— Te = —.
xq ) o) 27 T3 3 ) 4 4 ) 5 5 ) 6 6
Pongamos

Y ={z,: n>k}.

Consideremos por separado los elementos con indices impares y las colas de las sucesion
correspondiente:

1
2n — 1

Qn::xinz_(g—i_ )7 Qk:{qn TLZ/{?}

También consideremos los elementos con indices pares y las colas de la sucesion corres-

pondiente:
1

Pn = Top :3+_7

2n

Como la sucesion (g, )nen es creciente y la sucesion (p,)nen es decreciente, los supremos e
infimos de sus colas se calculan facilmente:

Py ={pn: n >k}

1
= i - inf = g = —
sup(Qx) = lim g, = =3, inf(Qr) = qx (3+2k—1)’
(Py) = —3—1—i inf(P) = lim p, =3
Sup(£x) = Pk = ok k)= W Pn = 9.

Las colas de la sucesion original se expresan a través los conjuntos P y Qx
Yém—l = {$2m—1a Lomy Lom+1, - - } = Qm U va (5)
}/Qm - {meafL‘Zm—l—ly-'-} = Qm+1 UPm (6)

Dejamos como un ejercicio la demostracion formal de (5) y (6). Finalmente, notemos que
Ahora es facil calcular el supremo y el infimo de Y;:

max{sup(Qm),sup(Fn)}, k=2m —1; 3+ ﬁ, k=2m —1;
ay 1= sup(Y) = T
max{sup(Qm+1),sup(Pn)}, k=2m 3+ 5-, k=2m.

Notemos que en ambos casos m = [(k + 1)/2], asi que

—_

ak=3—i—

5 L%J (k € N).
Por eso

limsupz, = lim a; = 3.
n—00 k—oo
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De manera similar, poniendo by := inf(Y}), obtenemos

bk:{—(3+wl_1), k=2m — 1;

(3+ 2m1+1) ;b =2m,

and
liminf z, = lim b, = —3.
n—oo k—oo

10 Problema. Sean (p,)nen ¥ (Gn)nen sucesiones en R que tienen limites en R:

lim p, = u, lim ¢, = v.
n— oo n— o0

Consideremos la sucesion (x,,),en definida como

qm, n=2m—1,
Ty =
DPm, N =2m.

De manera menos formal,
Tn = (q1,P1, 92, P2, q3, D3, - - -)-
Demostrar que

lim sup z,, = max{u, v}, lim inf z,, = min{u, v}.
n—o0 n—00
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