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Objetivos

= Definir de manera formal el concepto

flll=fofo...of.
N—_——

n veces

= Demostrar una de las propiedades principales:

flml o flnl — flmtn] (FImhInl = flmn]

= Considerar la sucesién (f171(x))22, y darle otras descripciones equivalentes.



Prerrequisitos.
= Composicién de funciones.

» Induccién matematica.

Temas similares en algebra.
= Definicién de potencias naturales de niimeros racionales o reales.

= Definicién de potencias de elementos en un grupo o en un mondide.



Aplicaciones y conexiones con otras areas

= El teorema del punto fijo de Banach para funciones contractivas.

» Varios métodos numéricos:

el método del gradiente (= el método de Newton), etc.

= Varios métodos iterativos en algebra lineal numérica:
los métodos de Jacobi y de Gauss—Seidel,
los métodos del gradiente y del gradiente conjugado,

los metodos QR, Lanczos, etc.
= Sistemas dindmicos discretos, teoria del caos.

s Cadenas de Markov discretas.
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Notacién para la composicién de funciones, repaso

Sea X un conjunto.

Consideremos funciones que tienen el mismo dominio y codominio X.

Sean f: X — X, g: X — X.

La funcién f o g: X — X se define mediante la regla

(fog)(a) :=f(g(a)) (aeX).

Se sabe que la composicién de funciones tiene propiedad asociativa:

(fog)oh=fo(goh).
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Notacién para la funcién identidad

Sea X un conjunto.

Denotemos por idx la funcién identidad:

idx: X — X,

idx(a) = a (a € X).
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Iteraciones de una funcién cuyo contradominio coincide con el dominio

Sea X un conjunto y sea f: X — X.

Definimos una sucesién de funciones  (FI")22,, fIl: X — X,  de manera recursiva:

O = id,

flrtll .= flol o £,
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Ejemplo

Definimos f: R — R,
f(x) = —x.

Entonces

FIO(x) = x, fll(x) = —x, F2l(x) = x, Bl(x) = —x.

En general, para cada n en Ny,

fIl(x) = (~1)" x.

La demostracién formal de la férmula se hace por induccién.
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Ejemplo

Definimos f: R — R,
f(x) =5+x.

Entonces

IO (x) = x, fl(x) =5 + x, f2l(x) =10 + x, FB8(x) = 15 + x.
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Ejemplo

Definimos f: R — R,
f(x) =5+x.

Entonces

IO (x) = x, fl(x) =5 + x, f2l(x) =10 + x, FB8(x) = 15 + x.

En general, para cada n en Ny,

flrl(x) = 5n + x.



Ejercicios

Calcular fI" para cada una de las siguientes funciones.

» f:R—=R, f(x):=3x.

» R R, f(x):=x2



Composicion de dos iteraciones de una funcion

Proposicién
Sea X un conjunto y sea f: X — X.

Entonces para cada m, n en Ny,
flm+nl _ ¢lm] o £ln]
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Demostracion, inicio

Fijamos m en Ny. Para cada n en Ny, denotemos por .A(n) la siguiente afirmacion:
A(n): flmeal = flml o gl
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Demostracion, inicio

Fijamos m en Ny. Para cada n en Ny, denotemos por .A(n) la siguiente afirmacion:
A(n): bl = flml o flol,
Demostremos la sucesién de afirmaciones (A(n))nen, por induccién.

Verifiquemos A(0):
flm+0l _ flml _ ¢lml 5 iq, — £lml 5 £I0],
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Supongamos A(n) y verifiquemos A(n + 1):
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4
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(1)

(2)

(3) la hipédtesis de induccién,
(4) la propiedad asociativa de o,
(5)
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la definicion de las iteraciones de una funcién.
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Demostracion, final

Hemos fijado m y denotado por A(n) la siguiente afirmacién: ~ fIm+rl = flml o £lnl,

Supongamos A(n) y verifiquemos A(n + 1):
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1
2

la propiedad asociativa de + en Np,

la definicién de las iteraciones de una funcién,

4
5

la propiedad asociativa de o,

(1)

(2)

(3) la hipédtesis de induccién,

(4)

(5) la definicién de las iteraciones de una funcién.
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Hemos demostrado que
flotm] _ gm] o fln]

Corolario
Sea X un conjunto y sea f: X — X.

Entonces para cada n en Np,
FItl = £ o flol,

Demostracion: aplicar la propiedad anterior con m = 1.
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lteracidn de una iteracién

Proposicién
Sea X un conjunto y sea f: X — X.
Entonces para cada m, n en Ng,
flmn] _ (f[m])["]‘

Idea de demostracion.

Fijar m. Denotar por A(n) la afirmacién que queremos demostrar.
A(n): flmn] _ (f[m])[n]_

Demostrarla por induccién sobre n.
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Proposicién
Sea X un conjunto, sea f: X — X y sea a € X.
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Proposicién
Sea X un conjunto, sea f: X — X y sea a € X.

Definimos una sucesién s € XNo de manera inductiva:
Sp = a, Snt1 = F(sn).

Entonces para cada m, n en Np,

f[m](sn) = Sm+n-

Demostracién: ejercicio.
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