Iteraciones de funciones

1 Definicion. Sean X un conjunto y f: X — X una funcién. Las iteraciones de f se
definen mediante la siguiente regla recursiva:

f=idy, = o f (e No),

2 Ejemplo.

f[l]:f[o]of:idxof:fa
fA=fof=rfof,
fBl=fllof=(fof)of=fofolf.

En la dltima expresién omitimos los paréntesis, porque la operacién de composicion es
asociativa.

3 Proposicién (composiciéon de iteraciones de una funcién). Sean X wun conjunto y
f: X = X una funcion. Entonces para cualesquiera m,n en Ny

flmlo flnl = flmen], (1)

Demostracion. Fijemos m en Ny. Para cada n en Ny, denotemos por P(n) la afirmacién
(1). Demostremos que P(n) se cumple para cada n en Ny, usando la induccién matematica
sobre n. La afirmacién P(0) se cumple:

f[m} o f[O] — f[m] oidy = f[m} — f[m+0]_
Supongamos P(n) y demostremos P(n + 1).

frho frth = filo (f o £y = ("o f) o f

— f[m-&-n} o f — f[m+n+1] _ f[m+(n+1)].

Hemos aplicado la Definicion 1, la propiedad asociativa de la composicion de funciones y
la hipétesis de induccién. O

4 Corolario (las iteraciones de una funcién conmutan entre si). Sean X un conjunto y
f: X = X una funcion. Entonces para cualesquiera m,n en Ny

f[m] o f[n} — f[n] o f[m]‘
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Notemos que la composicion de funciones, en general, no tiene propiedad conmutativa, y
el Corolario 4 es una consecuencia de la propiedad asociativa de la composicién.

5 Corolario. Sean X un conjunto y f: X — X una funcion. Entonces para cualquier n
en Ny

il = g o flol,

6 Proposicidn (iteraciones de iteraciones de una funcién). Sean X un conjuntoy f: X —
X una funcion. Entonces para cualesquiera m,n en Ny

(flml)iml — plmn],

7 Ejercicio. Demostrar la Proposicion 6 usando la induccién matematica y la Proposi-
cion 3.

8 Proposicidén (iteraciones de una funcién aplicadas a un punto). Sea X un conjunto,
sea f: X — X una funcion y sea a € X. Definimos una sucesion (t,)nen, con valores en
X, usando una condicidon inicial y una regla recursiva (en otras palabras, es una definicion
por induccidn matemdtica):

to =a,

tn+1 = f(tn) (n € No)

Entonces para cada n en Ny se tiene que
Demostracion. Por induccion sobre n. O

9 Corolario. Sea X un conjunto, sea f: X — X una funcion y sea a € X. Definimos una
sucesion (t,)nen, con valores en X, usando una condicion inicial y una regla recursiva:

to =a,

tni1 = f(tn) (n € Np).

Entonces para cada m,n en Ny
f[m] (tn) = f[m+n](a) = tntn-

Demostracion. Por las Proposiciénes 3y 8:

Fr () = (" a) = (o ) (@) = [ (a) = . O
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