Integraciéon de funciones simples positivas medibles

Objetivos. Definir la integral de Lebesgue de funciones simples positivas medibles y
estudiar sus propiedades elementales.

Requisitos. Funciones simples, funciones medibles, medida.

En estos apuntes denotamos [0, +00) por R.

Definicién de la integral de una funcién simple medible positiva

1 Definicién (integral de Lebesgue de una funcién simple medible positiva). Sea (X, F, u)
un espacio de medida y sea f € SM(X,F, R, ) una funcién simple medible de la forma

f= Z v; Lp;,
j=1

donde vy, ..., v, todos los elementos de f[X], diferentes a pares, y P; = f~'({v;}). En-
tonces

[ ran=3vur) 8

Aqui se usa el acuerdo que 0 - 0o = 0: si para algin j en {1,...,m} se tiene que v; =0y
p(P;) = +o00, entonces el sumando correspondiente es 0.

2 Ejemplo. Sea (Py, P2, P3) una particién de X, tal que Py, Py, Py € F, y sean vy, v, U3
tres niimeros no negativos, diferentes a pares. Consideramos la funciéon

f =1 ]lpl —+ 9 ILP2 + vs ]lp3.

X 0, +00)
P, T vs
P, f |~
1o,
Ps
Lo
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Su integral de Lebesgue es

[ Fdn= iR+ v p(Pa) + vl Po)
X

3 Observacion. Por la definicién,

m

[ ran=>uvur)

X J=1
Vamos a aclarar esta definicion para algunos casos particulares.
» Si X = &, entonces la suma es vacia (m = 0), asi que fX fdu=0.

» Siv; =0y pu(P;) < 4oo para algin j, entonces el sumando correspondiente es
v p(F5) = 0.

» Siv; =0y p(P;) =+oo para algin j, entonces v; u(F;) = 0.

» Siv; >0y p(P;) =400 para algin j, entonces v; u(P;) = +oc.

Foérmula para la integral de Lebesgue de una funcién simple me-
dible positiva, dada por una representacion generalizada

4 Definicién (particién generalizada de un conjunto, repaso). Una familia (Q)res se lla-
ma particion generalizada de un conjunto C, si los elementos de esta familia son disjuntos
por pares y su unién es C":

(Wikes G#k = @na=2) A Ja=c

keJ

5 Proposicién (representacion generalizada de una funcién simple, repaso). Sea X un

conjunto, sea (Qr)i_, una particion generalizada de X y sean wy, ..., w, € R.. Notemos
que algunos de los conjuntos Q1,...,Q, pueden ser wvacios y algunos de los nimeros
wy, ..., w, pueden ser iguales entre si.

Entonces la siguiente funcion f: X — R es simple:

f = Z Wi I[Qk.
k=1

Mas ain, la representacion canonica de f es
m

f - E Uj ]]-Pj7
j=1
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donde vy, ..., v, son todos los elementos de f[X], diferentes a pares, y

P=J @ (2)
1<k<n:
Qr#9

Wi =0;
Notemos que {vy, ..., v} C{wy, ..., w,}.

6 Proposicién (la integral de una funcién simple medible positiva dada por su repre-
sentacién generalizada). Sea (X, F, u) un espacio de medida y sea f € SM(X,F,R) una
funcion simple medible dada por su representacion generalizada:

f = Z Wi I[Qk.
k=1

Aqui suponemos que wy, ..., w, € Ry y Qq,...,Q, € F son algunos conjuntos disjuntos
a pares cuya union es igual a X . Entonces

/ Fu=S" wen(Qy). (3)

En otras palabras, la Proposicién 6 dice que tenemos un anélogo de la férmula (1),
aunque cuando usamos una representacion generalizada de f.

Demostracion. Denotemos por vy, ..., v, a todos los valores de f, diferentes a pares:
fIX] = A{v1,...,om}, vy, ..., Uy, son diferentes a pares.

Notemos que {v1,...,v,} C {wi,...,w,}. De todos los indices 1, ...,n separamos aque-
llos que corresponden al conjunto vacio, y los demas agrupamos por los valores de la
funciéon f. Més formalmente, partimos el conjunto {1,...,n} en partes Ky, K1,..., K,
de la siguiente manera:

Jo = {ke{l,...,n}: kag},
Jj = {ke{l,...,n}: Qr # 9, wk:vj}.

Entonces la féormula (2) se puede escribir como

P = LyJ Q- (4)

kJEKj

Por la definicion de la integral,
[ ran=>"uu(p). (5)
X 7=1
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Tenemos por demostrar que el lado derecho de (3) es igual al lado derecho de (5). Partimos
los sumandos de la suma (3) en grupos Ko, K1, ..., K:

ZwkM(Qk) = Z wip(Qr) + Z Z wipt(Qr)-

keKy j=1 keK;

En la primera suma @ = @. De la fofmula (4) se sigue que para cada j en {1,...,m} la
familia (Qx)rex; es una particion generalizada de P;. Ademds, para cada k € K tenemos
que wy = v;. Aplicando la propiedad aditiva de la medida ; obtenemos que

> we (@) =0+ vip | | Q| =D viu(P). O
k=1 7j=1 7=1

kEKJ‘

7 Ejemplo (la integral de la funcién indicadora). Sea (X, JF, ) un espacio de medida y
sea A € J. Entonces

/ Ladu = u(A).
X
En efecto, 14 tiene la siguiente representacion generalizada:

]1A21]1A+O]1X\A

Por eso

[ L= 1) 0 (X ) = p4).

b's
8 Ejemplo (una suma finita como una integral). Sea a = [ax]f_; € R7. Conside-
ramos X = {1,...,n} con la o-dlgebra 2% y con la medida de conteo v. Entonces

a € SM(X,2% R, ). La funcién simple a tiene la siguiente representaciéon generalizada:

a = Z ak]l{k}
k=1

Luego

n n

/ adv = Zak v({k}) = Zak.

k=1 k=1
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La integral de Lebesgue de funciones simples medibles positivas
sobre subconjuntos medibles del dominio

9 Proposicién. Sea (X, F, p) un espacio de medida y sea A € F. Pongamos
?AZ:{BEF}': BQA}, /LAZ:Iu’gA.
Entonces (A, Fa, pa) es un espacio de medida.

Ejercicio: demostrar la proposicién. La definicién de Fy se puede escribir también
como F4 :=24N7.

10 Proposicién (la restriccién de una funcién medible a un conjunto medible es una fun-
cién medible). Sean (X, F), (Y,H) espacios medibles sea A € F. Sea f € M(X,F, Y, H).
Entonces fla € M(A,Fa,Y,H).

Demostracion. Si B € H, entonces
flZl Bl ={zr € A: fla(z)e B}y={x € A: f(z) e By=Anf'Bl 7. O

11 Definicién (definicién de la integral sobre un conjunto medible). Sea (X,J, ) un
espacio de medida, sea f € SM(X,F,R,) ysea A € F.

A/fdu - A/f|A djia.

12 Proposicién (férmula para la integral sobre un conjunto). Sea f € SM(X,F R,) y
sea A € F. Supongamos que f tiene la siguiente representacion canonica:

f = Z’Uj ]lpj.
j=1
Entonces .
[ fau=3"vurna.
A J=1

Demostracion. Es facil ver que la familia (P; N A)JL, es una particién generalizada de A,

y
\V/.TEPjﬂA f(ﬂf):Uj.

Por lo tanto, f|4 tiene la siguiente representacién generalizada:

m

fla=> vjlpna.

J=1

Luego

def “ “
[ ran 2L [ fladua= Y vnla(P 0 4) = 3" 0y n(py 01 4),
y! j=1 j=1

A
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13 Ejemplo. Consideremos el Ejemplo 2, y supongamos que A € F.

X 0, +00)

Py Py

Lo

Entonces
/fd,u =v (AN P + v u(AN Py) +vs (AN Ps).
A

14 Proposicién (otra féormula para la integral sobre un conjunto). Sea f € SM(X,F,R,)

y sea A € F. Entonces
/fduszhdu-

A X

Demostracion. Supongamos que f tiene la siguiente representacién candnica:

f = Z’Uj ]lpj.
j=1

Entonces

Fla=) vjlp-1a=) 0lpna=0Lxua+) vjlpna.
j=1 Jj=1 =1

La ultima expresion es una representacion generalizada de f 14. Luego

/leAdu:O,u(X\A)+Zvju(PjﬂA):Zvju(PjﬂA):/fdu. O
=1 j=1

A A
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