Integraciéon de funciones reales

Objetivos. Definir la integral de Lebesgue de funciones reales y estudiar sus propiedades
elementales.

Requisitos. Integral de Lebesgue de funciones positivas, parte positiva y negativa de una
funcion real.

1. Parte positiva y negativa de una funcién, repaso. Sea f: X — R. Entonces su
parte positiva y la parte negativa son las funciones f,: X — [0,400] y f_: X — [0, +o0]
definidas mediante las siguientes reglas:

_ @), f@) =0, =1, f@) <o,
fo(t) = {07 Ft) < 0. f-(t) -—{ 0.

Verifique las siguientes relaciones entre f, |f|, f1 v f_:

R A T A R

2. Cotas superiores para la parte positiva y negativa. Sea f: X — R. Entonces
para todo t € X

@I < [F@L f-OI< O O = fo8) + f-(1).

3. Proposicién. Sea f € M(X,F,R). Entonces las siguientes dos condiciones son equi-
valentes:

(a) / fldu < +oo.

(b) | fodu<+oo A fodp < +o0.
/ /

4. Definicién de la integral de Lebesgue de una funcién real. Sea (X,J, ) un
espacio con medida y sea f € M(X,F,R). Se dice que f es Lebesgue-integrable con
respecto a la medida yu y se escribe f € L'(X, u, R) si

/|f|d,u<+oo.
b

En este caso para todo E € J la integral de f sobre X con respecto a la medida p se

define como
/ﬁmthw—/ﬁw.
E E FE

5. Observaciéon. Obviamente para funciones positivas la definion nueva da el mismo
valor que la definicién anterior.
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Propiedades lineales de la integral de Lebesgue
de funciones reales

6. Ejemplo cuando la parte positiva de la suma de dos funciones no es igual a
la suma de sus partes positivas. Construya un ejemplo de funciones f, g tales que

(f+9)+# fr+9:

7. Teorema (integral de la suma de dos funciones reales integrables). Sean
f,g9 € L'(X, u,R). Entonces f +¢g € LY(X, i, R) y

/(f+g)du=/fdu+/gdu- (1)

X X

Demostracion. Notemos que para todo t € X

f+9)+—(f+g)-=f+g=fr—f-+g9+—9g-.
De aqui
(f+9)++f-+g9-=(+9)-+fr+ 9+

Es importante que ahora en ambos lados de la igualdad tenemos sumas de funciones
positivas, por eso podemos aplicar la proposicion sobre la integral de la suma de funciones
positivas.

/(f+g)+du+x/f—du+/g_du=/(f+g)_du+x/f+du+/g+du.

X X X X

Todos los sumandos son finitos, por eso podemos pasarlos a otros lados de la igualdad:

/(f+g)+du—X/(f+g)—du=X/f+du—X/f—d/ﬁr)[%du—x/g_du.

X

Aplicamos la definicién de la integral de Lebesgue de funciones reales y obtenemos la
igualdad (1). O

8. Lema (integral del producto de una funcién real integrable por —1). Sea
fe LY (X, u,R). Entonces —f € LY(X, u, R) y

/(—f)duz—/fdu-

X

9. Teorema (integral del producto de una funcién real integrable por un esca-
lar). Sea f € L'(X, u,R) y sea « € R. Entonces af € L'(X, u,R) y

/(af)duza/fdu-

X
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