Integracién de funciones positivas

Objetivos. Definir la integral de Lebesgue de funciones positivas y estudiar sus propie-
dades elementales.

Requisitos. Funciones medibles, medida, integral de funciones simples positivas medibles.
Estamos suponiendo que (X, J, 1) es un espacio de medida. En este tema usaremos dos
notaciones auxiliares.

1 Definicién (el conjunto de las funciones simples medibles positivas menores o iguales
que la funcién dada). Dada una funcién medible positiva f € M(X, F, [0, +00]), denote-
mos por @, al conjunto de todas las funciones simples medibles positivas que son menores
o iguales a f en cada punto:

;= {s e SM(X,F,[0,+0)): s< f}.
2 Definicién (la integral como un funcional). Sea Y € F. Definimos

Jy: SM(X, F,[0,4+00)) = [0, +o0], Jy(s) = /sdu.

Serfa mas preciso escribir ®5 ¢ y Jy,,, pero Iy p estan fijas. Por brevedad, no las indica-
mos.

3 Proposicién. Sea f € SM(X,F,[0,4+00)) y sea Y € F. Entonces,

Jy (f) = max(Jy [y]),

esto es,

/fd,u = max /sd,u: s € SM(X,TF,[0,+0)) A s<f
Y v

Demostracion. Como f es simple y f < f, tenemos que f € ®;. Ademas, para cada s en
®;, se tiene la desigualdad

wis) = [san< [ rau= s,

Y

Por lo tanto, el nimero Jy (f) es el elemento méaximo del conjunto Jy [®]. O
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4 Definicién (la integral de Lebesgue de una funcién medible positiva). Sea (X, F, u)
un espacio de medida, sea f € M(X,J,[0,4+00]) y sea Y € F. Entonces, la integral de
Lebesgue de f sobre E respecto a la medida i se define mediante la siguiente féormula:

/fd,u = sup /sdu: s€ SM(X,F,[0,+0)) A s< fp. (1)
Y

Y

Usando la notacién @ y Jy, podemos escribir la definicién (1) de la siguiente manera:
/fdu — sup(Jy[D)]).
Y

La proposicién antes de la definicién muestra que para las funciones simples F-medibles
positivas la definicién nueva da el mismo valor de la integral que la definicién original.

Algunas propiedades de la integral de Lebesgue
de funciones positivas medibles

Se supone que (X, JF, 1) es un espacio de medida.

5 Proposicién. Sea f € M(X,F,[0,+c]) y sea Y € F. Entonces,

/fdu /ﬂyfdu.

Demostracion. Primero, mostremos que 1y®; = &y, ¢, esto es,

@1y = {9 € SM(X,F,[0,400): 3s€ Oy g=1lys}. @)

N

.Si g € @1, ¢, entonces g se anula en el conjunto X \ Y, asf que g = 1yg.
D. Al revés, si g = 1ys, donde s € @y, entonces es facil ver que g < 1y f.

Hemos demostrado (2). Aplicamos Jx a ambos lados de (2):

Jx [Py, f] = /sdu: s<1yf, = /]lysdu: s<f

X X

= /sd,u: s< fp = Jy[Df]

Y

Finalmente, aplicamos sup y obtenemos el resultado. 0
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6 Proposicién (la integral de una funcién positiva sobre un conjunto de medida cero).
Sea f € M(X,F,[0,+<]) y sea Y € F tal que u(Y) = 0. Entonces,

Y/fd,MZO.

Demostracion. Para cada s en @y, tenemos que

Jy(s) = /sdu =0.

Y
Por lo tanto, Jy [®f] = {0}. O

7 Proposicién (monotonia de la integral respecto al conjunto de integracion, el caso
de una funcién positiva). Sea f € M(X,F, [0, +o0]) y sean A, B € F tales que A C B.

Entonces,
fdu < [ fdp. (3)
[res]

Demostracion. Para cada s en ®y, aplicamos la monotonia de la integral de una funcién
simple positiva respecto al conjunto de integracién:

Ja(s) = A/Sdu < B/Sdﬂ = Jp(s).

Pasando al supremo sobre s en ®, obtenemos la desigualdad (3). O]

8 Proposicién (monotonia de la integral respecto a la funcién, el caso de funciones
positivas). Sean f,g € M(X,F,[0,+<]) y Y € F tales que

VeeY o f(x) <g(a).

/fduﬁ/gdu-

Y

Entonces,

Idea de demostracion. @y, C Py, . O

Demuestre las siguientes propiedades usando la notaciéon ®¢, propiedades de la integral
de funciones medibles simples positivas y las propiedades de funciones medibles positivas
mencionadas arriba.
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9 Proposicién (integral de una funcién positiva que es constante en el conjunto de
integracion). Sean f € M(X,J,[0,+00]), Y € F y c € [0, +00] tales que

Ve eY flz)=c.

Entonces,

./fduzcuﬁﬁ

10 Proposicién (la integral de una funcién positiva que se anula en el conjunto de
integracién). Sea f € M(X,F,[0,4+00]) y sea Y € F. Supongamos que

VeeY f(z) =0.

!f@:o

11 Proposicién (propiedad homogénea de la integral, el caso de funciones positivas).
Sea f € M(X,T,[0,400]), sea c € [0,+00) y sea Y € F. Entonces,

/cfd,u:c/fdu.

Y Y

Entonces,

12 Observacién (nota sobre la propiedad aditiva de la integral respecto a la funcién, el
caso de funciones positivas). Vamos a demostrar la propiedad aditiva después, usando el
teorema de la convergencia monotona.
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