Integraciéon de funciones complejas

Objetivos. Definir la integral de Lebesgue de funciones complejas y estudiar sus propie-
dades elementales.

Requisitos. Integral de Lebesgue de funciones reales, parte real y compleja de una funcion
compleja.

1. Desigualdades entre el valor absoluto de un nimero complejo y sus partes
real e imaginaria. Sea z € C. Entonces

[Re(z)] <z, [Im(z)] <[z, |2 < |Re(2)| +[Im(z)].

2. Desigualdades entre el valor absoluto de una funciéon y sus partes real e
imaginaria. Sea f: X — C. Entonces para todo t € X

[Re(fDI < [f@O],  [Tm(f@O) < [FO  [fO] <[Re(f(E)] + [Tm(f ()]

3. Proposicién. Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea f € M(X,F,C). Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

@ [ Ufldn <+

(b) /|Re(f)|du<+oo A /\Im(f)|du<+oo.

4. Definicion de la integral de Lebesgue de una funcion medible con valores
complejos. Sea (X, F, u) un espacio de medida y sea f € M(X,F,C). Se dice que f es
Lebesgue-integrable respecto a la medida p y se escribe f € L'(X,u,C) o simplemente
f e L) si

/|f]d,u<+oo.
b

En este caso para todo Y € JF la integral de f sobre Y respecto a la medida p se define

o [ tan= [ Rerydu+i [ tms)d

Y Y

5. Observacion. Para funciones reales la definion nueva da el mismo valor que la defini-
cién anterior, porque la parte imaginaria es la constante cero.
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Propiedades lineales de la integral de Lebesgue
de funciones con valores complejos

6. Parte real y parte imaginaria de la suma de dos funciones complejas. Sean
f,9: X — C. Exprese Re(f + ¢) e Im(f + ¢g) a través de Re(f), Im(f), Re(g), Im(g).

7. Proposicién (integral de la suma de dos funciones integrables). Sean f,g €
LY (X, 1, C). Entonces f +g € L'(X,u,C) y

/(f+g)du—/fdu+/gdu-

8. Parte real y parte imaginaria del producto de una funcién compleja por un
escalar complejo. Sean f: X — Cy a € C. Exprese Re(af) e Im(af) en términos de
Re(a), Im(a), Re(f), Im(f).

9. Proposicién (integral del producto de una funcién integrable por un escalar).
Sea f € L'(X,u,C) y sea a € C. Entonces af € L}(X, u,C) y

J@ndn=a [ rau

X X
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Valor absoluto de una integral e integral del valor absoluto
10. Ejercicio (rotacién que convierte un niimero complejo en un nimero posi-
tivo). Sea z € C. Construya un nimero o € C tal que |a| =1y az = |z|.

Plan de la solucion. Primero considere el caso z = 0. Para el caso principal z # 0 cons-
truya a de tres maneras diferentes:

1. Exprese « a través de Z y |z|.
2. Sea z =x +1iy con x,y € R. Exprese « a través de x,y.

3. Sea z = pe? con p > 0, § € R. Exprese a a través de p, 6. O

11. Teorema (comparacién del valor absoluto de la integral de una funcién con
la integral del valor absoluto de la misma funcién). Sea f € L'(X, u, C). Entonces

fl € LYX, Ry ) y
fdp| < [ |fldp.
Jr<]

= [ i

Sea v € C tal que |a| =1y az = |z|. Pongamos

= Re(af).

Demostracion. Sea

Entonces u < |af| = |f|, v

/fdu |z| = az = Re(az) = /fdu =

X\

wdp< [1fldp. O
X
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