Integrales de series y conjuntos de medida cero

Objetivos. Demostrar un par de resultados sobre las integrales de series de funciones,
no necesariamente positivas y definidas casi en todas partes.

Requisitos. Medida, propiedad subaditiva de la medida, integracion, teorema de conver-
gencia mondtona, teorema de la integral de una serie de funciones positivas.

1 Proposicién (Integrales de funciones iguales casi en todas partes, repaso). Sean f,g €
M(X,F,R,) o f,g € LNX,F,C) tales que f ~ g. Entonces

)[fduzx/gdu'

2 Definicién (funcién medible definida casi en todas partes). Sea (X,JF, ) un espacio
de medida. Sea Y € Fysea f: Y — R, o f: Y — C. Se dice que f es F-medible si
n(Y) =0y fYV] € F para todo conjunto abierto V. Notemos que en esta situacién
podemos extender f a X poniendo f(x) =0 para todo z € X \ Y.

3 Proposicion (cada funcién integrable toma valores finitos c.t.p., repaso). Sea [ €
LY(X,F,R,). Entonces f < +oo c.t.p.

4 Teorema. Sea (X,TF, 1) un espacio de medida y sea (f,)neny € M(X, F, C)N. Suponga-

mos que
oo

Z/!fn\du < +00.

n=1 X

Entonces la serie

n=1

converge casi en cada punto x, su suma g es una funcion p-integrable, y

/gduzi/fndu-

Idea de demostracion. Definamos h: X — [0, +00],

h) =3 fula)].

Por el teorema de la integral de una serie de funciones positivas,
/hdu:Z/|fn\du<+oo.
X =1y
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Sea
B:={x e X: h(z) < 400}, E={xe X: h(zx) =+o0}.

Entonces p(FE) = 0.

Para cada = en B, la serie >~ |f.(z)| converge. Por lo tanto, para cada x en B, la
serie Y | fn(x) converge.

Definimos g: X — C,

n(r), =€ B;
(&) = ;f (x),
0, r e k.

El resto de la demostracién: aplicar el TCD a la sucesion de las sumas parciales de
(ILBf n)nEN- ]

5 Ejercicio. Considerar las funciones f,: [0,1] — R, f, = X[0,1/27]- Determinar en qué
puntos de [0, 1] la serie >~ | f,, converge.

o0

6 Teorema. Sea (X,F, u) un espacio de medida y sea (A,)2, una sucesion en §F tal que

> nlAy) < Foo.
n=1

Definimos

E::ﬁGAj.

k=1 j=k

Entonces u(E) = 0.

Demostracion. Primero, encontramos otra descripcién equivalente del conjunto E. Para
cada x en X, pongamos

J.={neN: zeA,}

Entonces

reE = wze(|J4 < VEeEN >k zeA,

k=1 j=k

<— VkeN dn>k nelJ, <= J, esinfinito.

Resumen: E es el conjunto te todos aquellos puntos x que pertenecen a A, para una
cantidad infinita de los indices n.

Definimos g: X — [0, +00],
gl@) =Y La,(@).
n=1
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Como 14, toma valores 0 o 1,
g(z) = 400 = J, es infinito = A

Aplicamos el teorema de la integral de una serie de funciones positivas:

/gdu = ZILAn dp = Zu(An) < +o00.
e n=1 n=1

Concluimos que p(E) < +o00.
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