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Objetivos

Demostrar que si f ∈ L1([a, b]) y F : [a, b] → C está definida por

F (x) :=
∫

[a,x ]
f dµ,

entonces F ∈ AC([a, b]).

Demostrar que si F = 0, entonces f µ-c.t.p.====== 0.



Prerrequisitos

Funciones absolutamente continuas.

Continuidad de la integral de Lebesgue respecto al conjunto de integración.

La integral de Lebesgue y una partición del dominio de integración.

La medida de Lebesgue es regular por abajo.



Definición (repaso)

Una función F : [a, b] → C se llama absolutamente continua
si para cada ε > 0 existe un δ > 0 tal que
para cada familia finita ((cj , dj))n

j=1 de subintervalos disjuntos de [a, b]

que satisface
n∑

j=1
(dj − cj) < δ, se cumple la desigualdad:

n∑
j=1

|F (dj) − F (cj)| < ε.

Denotemos por AC([a, b]) al conjunto de todas funciones absolutamente continuas en [a, b].



Recordatorio: continuidad de la integral de Lebesgue
respecto al conjunto de integración

Proposición
Sea f ∈ L1(X , µ,C). Entonces,

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀Y ∈ F
(

µ(Y ) < δ =⇒
∫

Y
|f | dµ < ε

)
.



Repaso: la integral de Lebesgue y una partición del dominio de integración

Proposición
Sean (X , F , µ) un espacio de medida, f ∈ L1(X , µ,C),
Y ∈ F , (Zj)j∈N una sucesión disjunta en F tal que

Y =
⋃
j∈N

Zj .

Entonces, ∫
Y

f dµ =
∞∑

j=1

∫
Zj

f dµ.

Demostración: aplicar el teorema de la convergencia dominada o uno de sus corolarios.
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La integral con ĺımite superior variable
y las integrales sobre subintervalos

Lema
Sea f ∈ L1([a, b],C). Definimos F : [a, b] → C mediante la regla

F (x) :=
∫

[a,x ]
f dµ (x ∈ [a, b]).

Entonces, para cada x , y en [a, b] con x < y ,

F (y) − F (x) =
∫

(x ,y)
f dµ.



Demostración

Partimos el intervalo [a, y ]:

[a, y ] = [a, x ] ∪ (x , y ], [a, x ] ∩ (x , y ] = ∅.

Luego
f 1[a,y ] = f 1[a,x ] + f 1(x ,y).

Integramos:
F (y) = F (x) +

∫
(x ,y ]

f dµ = F (x) +
∫

(x ,y)
f dµ.
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La integral con ĺımite superior variable
de una función Lebesgue integrable
es una función absolutamente continua

Proposición
Sea f ∈ L1([a, b],C). Definimos F : [a, b] → C mediante la regla
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Entonces, F ∈ AC([a, b],C).

Idea de la demostración:
usar la continuidad de la integral de Lebesgue respecto al conjunto de integración.
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Demostración

Sea ε > 0. Elegimos δ > 0 tal que para cada A medible con µ(A) < δ,

∫
A
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j=1 es una familia de intervalos disjuntos tal que
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Pongamos A :=
⋃n
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∣∣∣∣∣
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(cj ,dj )
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∣∣∣∣∣ ≤
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(cj ,dj )

|f | dµ =
∫

A
|f | dµ < ε.
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Proposición (sobre las integrales nulas con ĺımite superior variable)
Sea f ∈ L1([a, b],C). Definimos F : [a, b] → C mediante

F (x) :=
∫

[a,x ]
f dµ.

Supongamos que F (x) = 0 para cada x en [a, b]. Entonces f µ-c.t.p.====== 0.

Idea de demostración. La condición del lema implica que para cada α, β en [a, b],∫
[α,β]

f dµ = F (β) − F (α) = 0.

Cada conjunto medible se puede aproximar por una unión de intervalos.
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Demostración, inicio

Primero, suponemos que f ∈ L1([a, b],R). Sea

E :=
{
x ∈ (a, b) : f (x) > 0

}
.

La condición f ∈ L1([a, b],R) implica que E es medible.

Supongamos que µ(E ) > 0.

Usemos el hecho que la medida de Lebesgue es regular por abajo.

Elijamos un conjunto compacto K tal que K ⊆ E y µ(K ) > 0.
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Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,

(a, b) \ K =
⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) = K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =
∫

[a,b]
f dµ =

∫
K

f dµ +
∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K

=
⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) = K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =
∫

[a,b]
f dµ =

∫
K

f dµ +
∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K =

⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) = K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =
∫

[a,b]
f dµ =

∫
K

f dµ +
∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K =

⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) = K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =
∫

[a,b]
f dµ =

∫
K

f dµ +
∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K =

⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b)

= K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =
∫

[a,b]
f dµ =

∫
K

f dµ +
∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K =

⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) =

K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =
∫

[a,b]
f dµ =

∫
K

f dµ +
∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K =

⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) = K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =
∫

[a,b]
f dµ =

∫
K

f dµ +
∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K =

⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) = K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0

=
∫

[a,b]
f dµ =

∫
K

f dµ +
∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K =

⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) = K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =

∫
[a,b]

f dµ =
∫

K
f dµ +

∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K =

⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) = K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =
∫

[a,b]
f dµ

=
∫

K
f dµ +

∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K =

⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) = K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =
∫

[a,b]
f dµ =

∫
K

f dµ +
∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K =

⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) = K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =
∫

[a,b]
f dµ =

∫
K

f dµ +
∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ

=
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K =

⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) = K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =
∫

[a,b]
f dµ =

∫
K

f dµ +
∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =

∫
K

f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K =

⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) = K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =
∫

[a,b]
f dµ =

∫
K

f dµ +
∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

Como (a, b) \ K es abierto,
(a, b) \ K =

⋃
j∈J

(αj , βj),

donde ((αj , βj))j∈J es una familia finita o numerable de intervalos abiertos.

(a, b) = K ∪

⋃
j∈J

(αj , βj)

 .

0 =
∫

[a,b]
f dµ =

∫
K

f dµ +
∑
j∈J

∫
(αj ,βj )

f dµ =
∫

K
f dµ.

Por otro lado, como f > 0 en K y µ(K ) > 0, tenemos
∫

K f dµ > 0.
Esta contradicción muestra que µ(E ) = 0.



Demostración, continuación

De manera similar,
µ

({
x ∈ [a, b] : f (x) < 0

})
= 0.



Demostración, final

Consideremos el caso general, cuando f ∈ L1([a, b],C).

Pongamos
g := Re(f ), h := Im(f ).

Entonces, g , h ∈ L1([a, b],R), f = g + i h,∫
[0,x ]

f dµ︸ ︷︷ ︸
F (x)

=
∫

[0,x ]
g dµ︸ ︷︷ ︸

G(x)

+ i
∫

[0,x ]
h dµ︸ ︷︷ ︸

H(x)

.

Como G = 0 y H = 0, concluimos que g µ-c.t.p.====== 0, h µ-c.t.p.====== 0.
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