Los enteros como un grupo localmente compacto:
medida invariante y caracteres

Objetivos. Recordar que los nimeros enteros forman un grupo conmutativo localmente
compacto y que la medida de conteo es invariante bajo traslaciones. Demostrar que el
grupo dual de Z se puede identificar con el grupo R, el cual estd definido como el grupo
cociente R/(277Z) y es isomorfo a T.

Medida de Haar en 7Z

1. El conjunto Z con la operacion de adiciéon es un grupo conmutativo. Este grupo se
puede generar por un elemento (por 1 o por —1), asi que Z es un grupo ciclico. Ademas,
es infinito. De hecho, cada grupo ciclico infinito es isomorfo a Z. La topologia natural en
Z es la topologia discreta.

2. Cualquier subconjunto A de Z es abierto (y al mismo tiempo cerrado) y por lo tanto
pertenece a la o-4lgebra de Borel. La medida de conteo v: 22 — [0, +o0] se define mediante
la siguiente regla:

A, si A es finito;
V(A) {# , si A es finito; (AcZ).

+00, si A es infinito;
Se puede demostrar que v es invariante bajo traslaciones, esto es,

VAe2®  YbeZ  v(A+0b) =v(A).

Caracteres del grupo 7Z

3. Grupo R, (repaso). Recordemos que 27Z es un subgrupo del grupo conmutativo
R. Dos numeros reales x,y se llaman congruentes mddulo 27 si existe un k en Z tal que
x—1y = 27k. Esta relacion binaria es una relacién de equivalencia. La clase de equivalencia
de un nimero real x se puede escribir como x + 27Z. El conjunto de estas clases de
equivalencia se denota por Rs,. Recordemos la definicién de la suma de dos conjuntos:

A+ B:={ceR: Jdae A FbeB c=a+b}

En el caso de dos elementos de Ry, su suma se puede expresar de otra manera: es suficiente
elegir algunos representantes de cada clase, sumarlas y formar la clase de equivalencia de
la suma. En otras palabras, para cualesquier a,b en R,

(a +27Z) + (b + 27Z) = (a + b) + 27Z.

El conjunto Ry, dotado de esta operacién es un grupo conmutativo.
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4. Circunferencia unitaria. Denotemos por T a la circunferencia unitaria en el plano
complejo:

T:={zeC: |z| =1}
El conjunto T se considera con la operacién de multiplicaciéon de niimeros complejos y es
un grupo conmutativo con respecto a esta operacion.

5. Isomorfia entre los grupos Ry, y T. Se puede demostrar que los grupos Ry, y T
son isomorfos: la funcién x + 27Z + €' estd bien definida y es un isomorfismo entre estos
grupos.

6. Definicion de los caracteres de un grupo conmutativo localmente compacto.
Sea G un grupo conmutativo localmente compacto. Un caracter de G es homomorfismo
continuo G — T.

7. Definicién del grupo dual de un grupo conmutativo localmente compacto.
Sea G un grupo conmutativo localmente compacto. Es grupo dual de GG, denotado por G,
es el conjunto de todos los caracteres de G, dotado de la multiplicaciéon por componentes:

(aB)(g) = al(g)Blg) (g€ G, a,Beq).

Es facil ver que G es un grupo conmutativo. Ademads, en G se define de cierta manera
una topologia, con la cual G es un grupo conmutativo localmente compacto.

8. Lema. Sean z,y € R tales que x — y € 27Z, y sea k € Z. Entonces

Demostracion. El resultado sale directamente de propiedades conocidas de la funcién
exponencial:

e tw — o ew’ e27r1 _ 17 (ez>k _ ekz )
En nuestro caso, la condicién z — y € 2nZ significa que existe un entero m tal que
r —y = 2mm. Luego

kiz ki(y+2mm)

e —e _ eklyeQﬂ'kml _ ekly(e2ﬂ'1)km _ ekly ] 0

9. El caracter del grupo Z asociado a un elemento de Ry,. Sea A € R,,.. Definimos
Wa: Z — T mediante la regla

Va(k) ="',
donde = es un elemento de A. En otras palabras,
wm+27rZ(k) = ekir .

El Lema 8 muestra esta definicion es consistente, en el sentido que al elegir otro elemen-
to y de la clase A, las expresiones €*'¥ y e*1¥ son iguales. Verifiquemos que 14 es un
homomorfismo Z — T. Si j, k € Z, entonces

a(j + k) = eTRIT = eI eMT — g (1)ehu (k).

Ademas, 14 es una funcién continua porque la topologia de Z es discreta, y para cualquier
subconjunto B de T, su preimagen @DZl(B) es un conjunto abierto en Z.
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10. Teorema (isormofismo entre Ry, y el grupo dual de Z). Definamos ¥: Ry, — 7
mediante la regla
U(x + 27Z) = Yys2mz,

esto es, .
U(x + 277Z) (k) = "™

Entonces ¥ es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. 1. Verifiquemos que ¥ es un homomorfismo. Sean A, B € Ry, x € A,
y€ B. Entonces t +ye A+ By

Yarp(k) = M) = 7MY — g, (k)yp(k),

lo cual significa que (A + B) = U(A)V(B).

2. Verifiquemos que el homomorfismo W es inyectivo. Supongamos que A € Ry, tal que
U(A) es la constante 1. Elegimos algtin z en A. Entonces W(A)(1) = 1, esto es, !® = 1. Se
sabe que en esta situacion x debe ser un multiplo de 27, por lo cual A = x + 27Z = 277,
es decir, A es el elemento neutro del grupo Ry,.

3. Demostremos que el homomorfismo V¥ es suprayectivo. Es la parte més interesante
de la demostracion. La idea clave es usar el hecho que Z es un grupo ciclico, generado por
su elemento 1. Sea v € Z. Entonces (1) € T, y existe un nimero x en R tal que

v(k) = eMi® (k € Np).
De la identidad v(k)vy(—k) = 1 sale que
v(=k)=e** (ke N),

asi que .
(k) = M = Yy iaen (k)
para cada k en Z. Hemos demostrado que v = V(x + 27Z). O
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