Ejemplos de productos internos

Objetivos. Conocer algunos ejemplos de productos internos. Para algunos ejemplos de
formas sesquilineales, encontrar condiciones necesarias y suficientes para que estas formas
sesquilineales sean productos internos.

1 Observacién. En este tema usamos libremente las siguientes propiedades de la conju-
gacion de nimeros complejos:

l. z4+w=ZzZ+w.
2. Zw = ZW.
3.z2=12

4. 27 = |z%

— zeR.

ot
]
I
w

2 Lema. Sea d € C". Definimos p: C* x C" — C mediante la siguiente regla:

p(u7 U) = Z U V.-
k=1

Sea j € {1,...,n}. Entonces
plej, ;) = d;.

Demostracion.

plej e) = ddidin = dj.
k=1

3 Proposicion. Sea d € C". Definimos p: C" x C* — C mediante la siguiente regla:

n
p(”» U) = Z U V.-
k=1

Entonces las siguientes dos condiciones son equivalentes:
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(a) p es conjugada simétrica:

Yu,v € C" p(v,u) = p(u,v);

(b) d € R, esto es, dj € R para cada j en {1,...,n}.

Demostracion. (a)=(b). Supongamos (b). Entonces la condicién (a) se verifica de manera
directa. Para cada u,v en C",

p(u,v) = Z dpuRvy, = deukv_k = Zd_ku_kvzk = deu_kvk = p(v,u).
k=1 k=1 k=1 k=1

(b)=(a). Supongamos (b). Elegimos j en {1,...,n}. Apliquemos el Lema 2 y la condicién
(b):

dj = plej, €;) = plej, ;) = dj.
Concluimos que d; € R. n

4 Proposicion. Sea d € C". Definimos p: C* x C* — C mediante la siguiente regla:
p(u7 U) = Z U V.-
k=1

Entonces las siguientes dos condiciones son equivalentes:
(a) p es un producto interno;
(b) d e (0,400)", esto es, d; > 0 para cada j en {1,...,n}.

Demostracion. (b)=(a). Supongamos (b). Ya sabemos que p es hermitica. Nos falta ve-
rificar que p es positiva definida. Supongamos que u € C" \ {0,}. Encontramos j en
{1,...,n} tal que u; # 0. Entonces

plu,w) =Y dilwe? = dilu; P+ > dilu® > dilul® > 0.
=1 ke{l,..n\{}

(a)=-(b). Supongamos que p es un producto interno. Sea j € {1,...,n}. Notamos que
e; # 0,. Apliquemos el Lema 2 y la propiedad positiva definida de p:

dj = p(ej, e;) > 0. O
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5 Ejercicio. Sea d € CN. Denotemos por ¢z, al espacio de las sucesiones de soporte finito.
Definimos f: ¢4, X can — C,

oo
flz,w) = Z d;2;10;.
j=1
Ya sabemos que f es una forma sesquilineal.
1. Para cada m en N, calcular f(e,,,en).
2. Demostrar que f es hermitica si, y sélo si, d € R*.

3. Demostrar que f es un producto interno si, y sélo si, d € (0, +o00)N.
6 Ejercicio. Sea d € . Definimos f: /2 x (> — C,
flz,w) = Z d;2;10;.
j=1

Ya sabemos que f es una forma sesquilineal.
1. Para cada m en N, calcular f(e, en).
2. Demostrar que f es hermitica si, y sélo si, d; € R para cada j en N.

3. Demostrar que f es un producto interno si, y sélo si, d; > 0 para cada j en N.

7 Ejercicio. Sean a,b € R tales que a < b, y sea H = C([a,b],C). Supongamos que
w € C([a,b],C). Definimos f: H x H — C,

b
flu,v) = / w(t)u(t)v(t) dt.
Ya sabemos que f es una forma sesquilineal.

1. Demostrar que si h € C([a,b],[0,+00)) ¥y f(f h(t)dt = 0, entonces h(t) = 0 para
cada t en [a, b].

2. Demostrar que f es hermitica si, y sélo si, w(t) € R para cada t en [a, b].

3. Demostrar que f es un producto interno si, y sélo si, w(t) > 0 para cada t en [a, b].
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El criterio de matrices positivas definidas (repaso)

8 Ejercicio. Sean A, B € M,,(C). Supongamos que
Yu,v € C" v Au = v* Bu.

Demostrar que A = B. Sugerencia: sustituir en vez de u y v los vectores de la base
canonica de C".

9 Ejercicio. Sea A € M,,(C). Definimos f: C" x C* — C,
f(u,v) =v*Au,
donde v* es el vector v transpuesto conjugado. Demostrar que f es hermitica si, y sélo si,

A* = A

10 Ejercicio (el criterio de matriz positiva definida). Sea A € M,,(C) tal que A* = A.
Definimos f: C" x C" — C,
f(u,v) = v*Au,

v Vi r v transpu ju . rdar u racié u 1-
donde v* es el vecto transpuesto conjugado. Recordar una demostracion que las s
guientes condiciones son equivalentes.

(a) f es un producto interno;
(b) Sp(A) es un subconjunto de (0, +00);

(c) para cada m en {1,...,n}, det(B,,) > 0, donde B,, es la m-ésima submatriz de
esquina de la matriz A:

By = [Ajvk};?kzl'
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