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Objetivos

Demostrar que la correspondencia entre las funciones 27-periddicas integrables
y sus coeficientes de Fourier es inyectiva.
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Notacidén

Ll

2m-per
2m-periddicas e integrables en R.

(R) := el espacio de clases de equivalencia de funciones R — C Lebesgue medibles,

o Coeficientes de Fourier de una funcién f de clase L%W_per(]R):

1

— f(x) e” " du(x).
o P00 & aut)

fom

Corper(R) := el espacio de todas las funciones R — C continuas y 27-periddicas.

Cor-per(R, R) = el espacio de todas las funciones R — R continuas y 27-periddicas.
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Lema

Sea f € Corper(R,R), tal que ﬁ( = 0 para cada k en 7Z. Entonces

£(0) # 1.

4/22



Demostracion, inicio

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que (0) = 1.
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Demostracion, inicio

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que (0) = 1.

Como f es continua, existe 0 € (0, ) tal que

Vx € [=6,8]  f(x)>

N

Sea A :=[-4, 4],
Definimos g: R — R,
g(x) =1+ cos(x) — cos(d).
De manera equivalente, , )
g(x) =1 —cos(d) + w
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Demostracion, continuacion

g(x) =1+ cos(x) — cos(d).

Notamos que g(x) > 1 para cada x en Ay |g(x)| < 1 para cada x en [—m, 7] \ A.
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Demostracion, continuacion

@ g(x) > 1 para cada x en A,
e |g(x)| <1 para cada x en [—7, 7| \ A.

Consideremos la siguiente sucesién de funciones:
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Demostracion, continuacion
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e |g(x)| <1 para cada x en [—7, 7| \ A.

Consideremos la siguiente sucesién de funciones:

Notamos que h,(x) > 1 para cada x en A. Por eso

/Af(x)hn(x)dXZ/i'ldXI5>0'
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Demostracion, continuacion
@ g(x) > 1 para cada x en A,

e |g(x)| <1 para cada x en [—7, 7| \ A.

Consideremos la siguiente sucesién de funciones:

Notamos que h,(x) > 1 para cada x en A. Por eso

/Af(x)hn(x)dXZ/i'ldXI5>0'

A

Por otro lado, hp(x) — 0 para cada x en [—7, 7] \ A.
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Demostracion, continuacion

De la forma que tiene g se sigue que h, es un polinomio trigonométrico,
es decir, una combinacidn lineal de funciones bdsicas de Fourier:

ha(x) = (g(x))" = (1 _ cos(d) + +> _y

5 D> e
j=-—n
Como f?k = 0 para cada k en 7Z, concluimos que

T n 1 - B n ~
/ f(x) hn(x) dx = 27 Z >\n,j2ﬂ_/ f(x) &' dx =2nr Z Anjf—j = 0.

- j=—n j=-—n
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Demostracion, final

Por otro lado,
Vx e [-ma]\A  |F(x)ha(x)] < |F(X)],

Vx € [-m, 7]\ A n||_>r’r;O f(x)hn(x) = 0.

Como |f] es integrable, por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

lim / f(x)hn(x)dx = 0.
[-m,7m\A

n—o00

Luego

Iim/th,,xdleim/ th,,xdx—lim/ f(x)hn(x)dx =0,
Jfim, [ ) ax= lim [ AmEax— fim [ ()

lo cual contradice al hecho que f(x)h,(x) > 1/2 para cada x en A.
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Valor en 0 de la funcidn real continua con coeficientes de Fourier nulos

Lema
Sea f € Corper(R,R) tal que f = 0 para cada k en Z. Entonces, f(0) =0. J
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Demostracion

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que f(0) # 0.
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Demostracion

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que f(0) # 0.

Consideremos la funcién g: R — R,

Entonces g € Corper(R,R) y para cada k en Z tenemos que

1

f(o)szo.

Bk =
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Demostracion

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que f(0) # 0.

Consideremos la funcién g: R — R,

Entonces g € Corper(R,R) y para cada k en Z tenemos que

1

f(o)szo.

Bk =

Por el lema anterior, g(0) # 1. Contradiccién.
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Caso de funciones continuas con valores reales

Lema
Sea f € Corper(R,R) tal que 7/‘;( = 0 para cada k en 7Z. Entonces, f = 0. J
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Demostracion

Sea xp € R. Consideramos g: R — R,

g(x) = f(x+ xp).

Entonces, g € Gorper(R,R) y para cada k en Z,

1 2w ek iXo

~

8k

f(x +x0) e KX dx =

X0

Por el lema anterior, g(0) = 0. Luego f(xg) = 0.

_ 1 /27r+X0 f(t)e_kit dt:eking’;(:().
2m Jo 2
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Caso de funciones continuas con valores complejos

Lema
Sea f € Corper(R) tal que ﬁ = 0 para cada k en Z. Entonces, f = 0. J
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Demostracion

Sean
u = Reof, v = Imof.
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Demostracion
Sean
u = Reof, v .= Imof.

Sabemos cémo expresar los coeficientes de Fourier de uy v
en términos de los coeficientes de Fourier de f:

~

Uy
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Demostracion

Sean

u = Reof, v .= Imof.

Sabemos cémo expresar los coeficientes de Fourier de uy v
en términos de los coeficientes de Fourier de f:

A 1/~ =— ~
Ui =5 (fk + ffk) ; Vk
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Demostracion

Sean

u = Reof, v .= Imof.

Sabemos cémo expresar los coeficientes de Fourier de uy v
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Demostracion

Sean

u = Reof, v .= Imof.

Sabemos cémo expresar los coeficientes de Fourier de uy v
en términos de los coeficientes de Fourier de f:

1/~ = 1 /7~ =
0= = (7 f,) A:—(f—f,).
Uk 2(k+ k) Vk 57 Uk k

Por el lema anterior, concluimos que u =v = 0.
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Demostracion

Sean

u = Reof, v .= Imof.

Sabemos cémo expresar los coeficientes de Fourier de uy v
en términos de los coeficientes de Fourier de f:

1/~ =— 1 /~ =
0= (F f,) A:—(f—f,).
Uk 2(k+ k) Vk 57 Uk k

Por el lema anterior, concluimos que u =v = 0.

Luego f = 0.
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Los coeficientes de Fourier de una funcidén constante

Ejercicio.
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Los coeficientes de Fourier de una funcidén constante
Ejercicio.
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Los coeficientes de Fourier de una funcidén constante
Ejercicio.

Sea c e C.

Definimos f: R — C,
Muestre que para cada k en Z,

~ c, k=0 ~
fx = esto es, fix = c k0.
0, kK#0;
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Propiedad inyectiva de los coeficientes de Fourier

Teorema J

Seaf € L%ﬂ'-per(R) tal que f, = O para cada k en 7. Entonces, f Letp o
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Demostracién: definimos F

Definimos F: R — C,

Flx) = / " (1) de.

—T
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Demostracién: definimos F

Definimos F: R — C, .
Flx) = / F(t)dt.

—T

Luego F es absolutamente continua en cada intervalo acotado.

En particular, F es continua.
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Demostracién: mostramos que F es 2m-periddica

La condicién fo = 0 implica que

F(m) — F(—m)
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Demostracién: mostramos que F es 2m-periddica

La condicién fo = 0 implica que

F(r) — F(—7) = F(x) = /ﬂ fdu=2mfy=0.

Para cada a en R,

F(a+2m) — F(a)
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La condicién fo = 0 implica que

F(r) — F(—7) = F(x) = /ﬂ fdu=2mfy=0.

Para cada a en R,

a+2m a a+2m us
F(a—|—27r)—F(a):/ fdu—/ fd,u:/ fd,u:/ fdp=0.
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Demostracién: mostramos que F es 2m-periddica
La condicién fo = 0 implica que

F(r) — F(—7) = F(x) = / fdu=2mfy=0.

Para cada a en R,

a+2m a a+2m us
F(a—|—27r)—F(a):/ fdu—/ fdu:/ fd,u:/ fdp=0.
a

—T —T —T

Concluimos que F € Gorper(R).
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Demostracion: calculamos los coeficientes de Fourier de F
Notamos que la funcion (x, t) —+ e~ % f(t) es Lebesgue-integrable en [—m, 7] x [, 7]:

[.1.

’f(t)‘ dt = 47T2N1,27r_per(f) < +00.

e ikx f(t)‘ dtdx = 27r/

m
—T
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Demostracion: calculamos los coeficientes de Fourier de F

Notamos que la funcion (x, t) —+ e~ % f(t) es Lebesgue-integrable en [—m, 7] x [, 7]:
iy s

[.].

Por lo tanto, podemos aplicar el teorema de Fubini a la siguiente integral iterada:

/_ZF(x)e_ikX dx:/_::e_ikx </_X7rf(t)dt) dx:/_::f(t) </twe—‘kx dx> dt

™ —ikm _ o—ikt o2n(—=1Dk~ 274~
:/ 05 P V1 ) -

’f(t)| dt = 47T2N1,27r_per(f) < +00.

e ikx f(t)‘ dtdx = 27r/

m
—T

—ik i k i k

—Tr
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Demostracion, final

Concluimos que Fj = 0 para cada k en Z \ {0}. Pongamos

GZ:F—I/:\Q.
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Demostracion, final

Concluimos que Fj = 0 para cada k en Z \ {0}. Pongamos
G=F— f/:\o.

Entonces, G € Gorper(R,R) y Gi = Fx para cada k en Z \ {0}. Ademas, Go = 0.
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Demostracion, final

Concluimos que Fj = 0 para cada k en Z \ {0}. Pongamos

GZ:F—I/:\().

Entonces, G € Gorper(R,R) y G = Fi para cada k en Z\ {0}. Ademds, Go = 0.

Aplicando el resultado del inciso anterior a la funcién G,
concluimos que G es la constante cero.

Luego F es una constante.

Por otro lado, f(x) = F'(x) para casi todo x, asi que f = 0 casi en todas partes.
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