Propiedad inyectiva de los coeficientes de Fourier

Objetivos. Demostrar que la correspondencia entre funciones 27-periddicas integrables
y sus coeficientes de Fourier es inyectiva.

Denotamos por i la medida de Lebesgue en R. Vamos a empezar con un caso particular
y poco a poco generalizarlo.

Lema 1. Sea f € Corper(R,R), tal que fr = 0 para cada k en Z. Entonces f(0) # 1.

Demostracion. Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que f(0) = 1. Como f
es continua, existe § € (0,7) tal que f(x) > 1/2 en A = [—6,0]. Sea

g(x) =1+ cos(x) — cos(9).
De manera equivalente, , ,
elﬂ,‘ _"_ e—ll‘

g(x) =1—cos(d) + 5

El siguiente dibujo muestra la gréafica de g.

Notamos que g(xz) > 1 para cada x en A y |g(x)] < 1 para cada = en [—m 7]\ A.
Consideremos la siguiente sucesién de funciones:

hn () = (g(x))".

Notamos que h,(x) > 1 para cada x en A, h,(x) — 0 para cada x en [—7, 7]\ A. De
la forma que tiene g se sigue que h, se puede escribir como una combinacién lineal de
funciones bésicas de Fourier:

hn(x) = i Anj €.

j=—n

Como fk = 0 para cada k en 7Z, concluimos que

j=—n

/f(x) hp(z)de =27 i )‘n,jf—j =0.
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Por otro lado, en el conjunto [—m, 7] \ A los productos |fh,| se pueden acotar por la
funcién integrable |f|, y por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

li_>m f(@)hn(z)dx =0
' OO[—TF m]\A
Luego
Jim [ f(z)hn(2) da = 0,
A
lo cual contradice al hecho que f(x)h,(z) > 1/2 para cada x en A. O

Lema 2. Sea f € Corper(R,R) tal que fe =0 para cada k en Z. Entonces, f(0) =0.

Demostracion. Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que f(0) # 0. Consi-

deremos la funcién g: R — R,
1
g(r) = — f(x).
(@) = 757 /@)

Entonces g € Corper (R, R) y para cada k en Z tenemos
1 ~
g, = —fi = 0.
Gk =5 Tk

Por el lema anterior, ¢(0) # 1. Contradiccion. O

Lema 3. Sea f € Cyrper (R, R) tal que fk =0 para cada k en Z. Entonces, f = 0.

Demostracion. Sea xy € R. Pongamos g(x) = f(z + x¢). Entonces, g € Corper(R,R) y
para cada k en Z,

27 . 2m+x0
1 ) kixzo ) ] ~
/g\k—%/f(x—kxo)e_km dz = e27T / f(t)e Fit dt = eFimo f = 0.
0 o
Por el lema anterior, g(0) = 0. Luego f(zo) = 0. O

Lema 4. Sea f € Cyrper(R) tal que fk =0 para cada k en Z. Entonces, f = 0.

Demostracion. Sean u = Re(f), v :=Im(f). Sabemos que
. 1 /7~ =< . 1 ~ =
Uk=—<fk+f—k>, Uk:_-<fk_f—k>-
2 21
Por el lema anterior, concluimos que u = v = 0. Luego f = 0. O
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Teorema 5. Sea f € Ly, .., (R) tal que fu =0 para cada k en Z. Entonces, f £=22= 0,

— / () dt

Demostracion. Pongamos

La condicién ]?0 = 0 implica que
:/f(t)du:%rﬁ):():F(—ﬂ).

Usando esta igualdad, es facil demostrar que F' € Corper(R).
Notamos que la funcion (x,t) — e~ 1% £(t) es Lebesgue-integrable en [—, 7] X [~ 7]:

// le” " f(t)] dtdz = 27r/ |f(®)| dt = 47° M} 2rper (f) < +00.

Por lo tanto, podemos aplicar el teorema de Fubini a la siguiente integral iterada:

™

/F(x)e“m dx:]eikw /xf(t)dt dm:/ﬂf(t) /ﬂe“ﬂz dz | dt

—T

—1k7r_ —ikt o1r 2 A~
/f dt:—#f()‘f' fk—O
 —ik ik

Concluimos que Fj, = 0 para cada k en Z \ {0}. Pongamos
G=F— ﬁb.

Entonces, G € Corper(R,R) y C:*k = ﬁk para cada k en Z \ {0}. Ademas, @0 = 0.
Aplicando el resultado del inciso anterior a la funcién G concluimos que G es la

constante cero, luego F' es una constante. Por otro lado, f(z) = F'(x) para casi todo z,

asi que f = 0 casi en todas partes. n
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