El calculo holomorfo
en algebras de Banach con identidad

Dado un contorno v en el plano complejo y un punto z en C\ v, el nimero de vueltas de
~ alrededor de z se puede definir como

wind(v, 2) L/ dw
gl

omi ), w—z

Dado un subconjunto compacto K de C y un conjunto abierto €2 tal que K C €2, se puede
elegir un contorno v tal que

Vze K wind(y,z) =1
Vze C\Q wind(y,z2) =0.
En esta situacion se dice que el contorno v abarca el conjunto K en el dominio €2.

Entonces para cada funciéon f holomorfa en €2 y para cada punto z en K se cumple la

formula de Cauchy
1 f(w) dw
f<z)_27riL w—2z

Sea A un algebra de Banach con identidad e. Recordemos que para cada a en A y cada
Aen C\ Sp(a),

R,(\) = (Xe—a)™.
1 Lema. Sean a € A, n € N, y sea I' un contorno que abarca o(a) en C. Entonces

L ROy = an. (1)

2mi Jp
Demostracion. Pongamos D = C\ Sp(a). La funcién f: D — A, definida como f(\) =
A" Ry(a), es holomorfa en D. Sea r > |la||. Entonces wind(I',2z) = wind(rT,z) = 1
para cada z en Sp(a). Esto significa que el contorno I' — rT estd contenido en D, y

wind(I' — 7T, z) = 0 para cada z en C\ D. Por el teorema integral de Cauchy (para
funciones con valores en espacios de Banach),

) dA =0,

T'—rT
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asi que

LM royan= 2 [ royan

21 Jp 21 Jor

La ultima integral es facil de calcular, usando la expansién en series. Para cada A con

|A| = r tenemos
oo

FO) =D A lakan,

k=0
y la serie converge de manera uniforme respecto a A. Luego

ydA = APTELAN = ke, = a™. O
27?1/ U Za 27r1/ kz;a % “

2 Proposicién. Sea a € A, sea P un polinomio con coeficientes complejos en una varia-
ble, y sea I' un contorno que abarca o(a) en C. Entonces

L POy RO AN = Pla). @)

27T1 T

3 Lema. Seana € A, £ € C\ Sp(a), @ =C\ {{}, T un contorno que abarca o(a) en €.
Entonces para cada m en N

1

27?1

(5 A) " Ra(A) dA = (Ee —a)™™, (3)

Demostracion. Denotemos la integral por b,,. Si A € I", entonces

Ra(A) = Ra(€) + (€ = M) Ra(§) Ra(A).

Como wind(I', £) = 0, tenemos
/ v 0
r(=nm
Luego

b= (505 [ i) ol + R (57 [€= 0 RN 1) = Rl

Por el Lema 1, by = ¢ = R,(£)°, luego por induccién sobre m obtenemos b,, = R,(£)™
para cada m en N. O

El célculo holomorfo en algebras de Banach con identidad, p&agina 2 de 4



4 Proposicion. Sea a € A y sea Q) una funcion racional de la forma
Cjm
QA )+ -
Z TSYAL

donde P es un polinomio, la suma es finita, y los polos & estin en C\ Sp(a). Sea Q un
conjunto abierto en C tal que @ es holomorfa en Q, y sea T' un contorno que abarca o(a)
en ). Entonces

27“/@ A)d\ = P(a Zc]ma—ék

5 Definicién. Sea A un &dlgebra de Banach con identidad y sea €2 un conjunto abierto
en C. Pongamos

Ag ={a € A: Sp(a) C Q}.
Para cada f en H(Q) definimos f: Aq — A,

o) =55 [ JOR, g

donde I es algiin contorno que abarca Sp(a) en 2. Pongamos

H(Ag) ={f: feHQ)}.

Algunas observaciones. El conjunto Ag es un subconjunto abierto de A. En la férmula (4),
la funcién A — f(A)R4(\) es continua. Més ain, esta funcién es holomorfa (con valores
en A). Por el teorema integral de Cauchy, la formula (4) da el mismo resultado para
cualquier contorno I" que abarca Sp(a) en 2.

6 Proposicion. 5i & € Q, entonces e € Aq y

f(ge) = f(€)e.

7 Proposicién. Sea a € Ag y sea (fn)neny una sucesion en H(Q) que converge unifor-
memente en compactos a una funcion g. Entonces

lim fu(a) = g(a).

n—o0

8 Proposicion. H(AQ) es un algebm compleja, y f — f es un isomorfismo de dlgebras
complejas. Mds ain, 1dQ( ) =a y lo(a) = e para cada a en Aqg.
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Demostracion. Si f € H(QQ) y f: 0, entonces para cada £ en €2 tenemos

0=f(e) = f(&e,

asi que f = 0.

Es facil ver que la correspondencia f +— fves lineal. Mostremos que es multiplicativa. Sean
f,g€ H(Q), h = fg. Usando el teorema de Runge encontremos una sucesién de funciones
racionales (uy,)nen con polos en C\ 2 que converge a f uniformemente en compactos, y una
sucesién de funciones racionales (v, )nen con polos en C\ €2 que converge a g uniformemente
en compactos. Pongamos w,, = u,v,. Entonces

F(@)3(a) = 1im (@), (a) = lim u,(a)vy(a) = lim w,(a) = lim @, (a) = ha). O
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