Hipersubespacioes de espacios vectoriales

Objetivos. Estudiar el concepto de hipersubespacios de espacios vectoriales; demostrar
la equivalencia de tres definiciones de hipersubespacios:

= en términos de espacios complementarios;
= en términos de espacios cocientes;

» en términos de funcionales lineales.

Prerrequisitos. Espacios vectoriales, subespacios, sumas directas de subespacios de es-
pacios vectoriales, funcionales lineales, espacios cocientes.

1 Proposicién (sobre la suma de un subespacio y un subespacio de dimensién 1). Sean
V' un espacio vectorial complejo, W un subespacio de V., a € V'\ W. Entonces:

1) Wi (Ca) = {0v};

2) para cada v en W + Ca, eziste un unico par (w,\) en W x C tal que

v =w + Aa.

En otras palabras, W 4+ Ca es la suma directa de W y Ca.

Demostracion. 1. Supongamos v € W y v € Ca. Luego existe A en C tal que v = Aa. Si
A # 0, entonces concluimos que

1
a:XUEVV,

lo cual contradice a la suposiciéon que a ¢ W.

2. Supongamos que wy, ws € W, A\, Ag € C,
wy + /\1a = Wy + /\2(1.

Entonces
W — Wy = ()\2 — )\1)(1.
N—_——

N——
ew €Ca

Por resultado del inciso 1, concluimos que w; —wy = 0y y (Ay — A1)a = 0y. Como a ¢ W,
tenemos que a # Oy. Luego \; = Ay y wy = ws. ]
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2 Definicién (codimensién de un subespacio vectorial). Sea V un espacio vectorial com-
plejo y sea W un subespacio de V. Entonces la dimensién de V/W se llama la codimension
de W. En particular, si dice que W es de codimension finita, si V/W es de dimensién finita.

3 Definicién. Sea V' un espacio vectorial complejo y sea W un subespacio de V. Se dice
que W es un hipersubespacio de V', si V/W es de dimensién 1.

4 Proposicién (criterio de hipersubespacio). Sea V' un espacio vectorial complejo y sea
W un subespacio de V.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) V/W es un espacio vectorial de dimension 1.

(b) existe a en V\ W tal que V=W + Ca.

Demostracion. (a)=(b). Supongamos que dim(V/W) = 1. Elegimos A € V/W tal que
V/W = £(A). Elegimos a € A. Entonces A =a+ W.

Demostremos que a ¢ W. Si a € W, entonces A = W = Oy y dim(V/W) = 0.
Contradiccion.

Demostremos que V C W + Ca. Sea x € V. Como x + W € V/W = ((A), existe A en C
tal que z + W = Aa + W. Esto implica que x — Aa € W, x € W + Ca.

(b)=-(a). Supongamos que a en V\ Wy V =W + Ca.
Demostremos que el vector a + W forma una base de V/W.
Como a ¢ W, tenemos a + W # W, esto es, a + W # Oy w.

Sea X € V/W. Elegimos = € X. Entonces existen w € W, A € C tales que x = w + \a.
Luego x € da+ W, estoes, X = Xa+ W = Aa+ W). O

5 Observacién. Como vimos en el ejercicio anterior, en la condicién (b) de la proposicién
tenemos una suma directa.

Sabemos que si f: V' — C es un funcional lineal, entonces ker(f) es un subespacio de
V.

Obviamente,
f=0v_.c — ker(f) = V.
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6 Proposicién (los nicleos de funciones lineales no nulos son hipersubespacios). Sea
V' un espacio vectorial complejo y sea f: V — C un funcional lineal no nulo. Entonces
ker(f) es un hipersubespacio en V.

Demostracion. Pongamos W = ker(f). Elegimos a € V tal que f(a) # 0. Entonces
a ¢ W. Demostremos que V =W + Ca. Sea x € V. Pongamos

f(@)
w=x —
fla)
Entoncesf(w):O,wEW,x:w—l—%aGW%—Ca. ]

7 Proposicion (los hipersubespacios son ntcleos de funcionales lineales no nulos). Sea
V' un espacio vectorial complejo y sea W un hipersubespacio de V. Entonces existe un
funcional lineal no nulo f: V — C tal que ker(f) = W.

Idea de primera demostracion. Sea a € V \ W tal que V.= W + Ca. Vamos a definir
f:v—==C.

Dado x en V, existe un tinico par (w, \) € W x C tal que z = w+ Aa. Pongamos f(z) = A.
Es facil ver que f es lineal y que ker(f) = W. O

Idea de sequnda demostracion. La suposicion dim(V /W) = 1 implica que existe un iso-
morfismo lineal g: V/W — C. Sea h: V — V/W la proyeccién candnica:

h(z) =x+W (x eV).

Entonces f := g o h es un funcional lineal no nulo y ker(f) = W. O

8 Ejercicio. Completar las demostraciones.

Hipersubespacioes de espacios vectoriales, péagina 3 de 3



