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© Introduccién



Objetivo: demostrar el teorema del punto fijo de Banach.



Prerrequisitos

= Espacios métricos completos.

= Funciones contractivas.

= La desigualdad fundamental de Palais para funciones contractivas.
» |teraciones de una funcién.

= El limite de una sucesién desplazada.



Algunas aplicaciones del teorema del punto fijo de Banach

Solucién de varias ecuaciones no lineales.

El teorema de la funcién implicita.

El método de Newton.

Invertibilidad de operadores lineales, la serie de von Neumann.

El teorema de Picard y otros teoremas sobre ecuaciones diferenciales.
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© Repaso de herramientas auxiliares



Definicion de funcién contractiva (repaso)

Sea (X, d) un espacio métrico.

Una funcién f: X — X se llama contractiva , si es de Lipschitz con un coeficiente < 1.



Definicion de funcién contractiva (repaso)

Sea (X, d) un espacio métrico.

Una funcién f: X — X se llama contractiva , si es de Lipschitz con un coeficiente < 1.

En otras palabras, f: X — X se llama contractiva, si existe L € [0, 1) tal que

VYa,be X  d(f(a),f(b)) < Ld(a,b).



La desigualdad fundamental de Palais para funciones contractivas (repaso)

Proposicién

Sean (X, d) un espacio métrico y sea f: X — X contractiva con coeficiente L, L € [0,1).
Entonces para cada a, b € X

d(a,b) <




La desigualdad fundamental de Palais para funciones contractivas (repaso)

Proposicién

Sean (X, d) un espacio métrico y sea f: X — X contractiva con coeficiente L, L € [0,1).
Entonces para cada a, b € X

1

d(a,b) < 7= (d(a,f(a)) + d(b, £(b))).




lteraciones de una funcién (repaso)

Sea X un conjuntoy sea f: X — X.

Se define la sucesién de funciones (fIK)20 o, tales que fIK: X — X,
mediante la condicién inicial

IO .— id

y la siguiente regla recursiva:
il = £k o £,



Iteraciones de una funcién de Lipschitz (repaso)

Proposicién

Sea (X, d) un espacio métrico, sea f: X — X y sea L > 0 tales que
Va,b e X d(f(a),f(b)) < Ld(a,b).
Entonces para cada k en N

Va,be X d(fM(a), F(b)) <




Iteraciones de una funcién de Lipschitz (repaso)

Proposicién

Sea (X, d) un espacio métrico, sea f: X — X y sea L > 0 tales que
Va,b e X d(f(a),f(b)) < Ld(a,b).
Entonces para cada k en N

Va,be X d(f¥(a), FIN(b)) < L¥ d(a, b).




lteraciones de una funcién aplicadas a un punto (repaso)

Proposicién
Sea X un conjunto, sea f: X — X y sea a € X.
Definimos (tx)?2, de manera inductiva:

to = a, (Vk € Ny thy1 = f(tk)>.
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lteraciones de una funcién aplicadas a un punto (repaso)

Proposicién
Sea X un conjunto, sea f: X — X y sea a € X.

Definimos (tx)?2, de manera inductiva:

to = a, (Vk € Ny tki1 = f(tk)).

Entonces para cada n en Ng
t, = fI"(a).
Mas aln, para cada m, n en Ny
f[m](tn) —




lteraciones de una funcién aplicadas a un punto (repaso)

Proposicién
Sea X un conjunto, sea f: X — X y sea a € X.

Definimos (tx)?2, de manera inductiva:

to = a, (Vk € Ny tki1 = f(tk)).

Entonces para cada n en Ng
t, = flrl(a).
Mas aln, para cada m, n en Ny

FIm () = tmn.




El limite de una sucesion desplazada (repaso)

Proposicién

Sea (X, d) un espacio métrico, sea u € X y sea (tx)ken € X" tal que

lim tx = u.
k—o0

Entonces

lim t11 = u.
k—00




El limite de una sucesion desplazada (repaso)

Proposicién

Sea (X, d) un espacio métrico, sea u € X y sea (tx)ken € X" tal que

lim tx = u.
k—o0

Entonces

lim t11 = u.
k—00

Demostracion: por definicién.



El limite de una sucesion desplazada (repaso)

Proposicién

Sea (X, d) un espacio métrico, sea u € X y sea (tx)ken € X" tal que

lim tx = u.
k—o0

Entonces

lim t11 = u.
k—+o0

Demostracién: por definicion.

Otra demostracion: usar la proposicidén sobre la subsucesién de una sucesién convergente.
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© Teorema del punto fijo



Teorema de Banach sobre el punto fijo para funciones contractivas

Teorema
Sea (X, d) un espacio métrico completo no vacio
y sea f: X — X una funcién contractiva con coeficiente L, L € [0,1).

Entonces existe un dnico punto p en X tal que f(p) = p.




Unicidad

Sean p, g € X tales que

f(p) = p,



Unicidad

Sean p, g € X tales que
f(p) = p,

Entonces por la desigualdad fundamental

d(p,q) <



Unicidad

Sean p, g € X tales que
f(p)=p, fla)=gq.

Entonces por la desigualdad fundamental

d(p.q) <~ (d(p.F(p)) + d(a, /(@) <



Unicidad

Sean p, g € X tales que
f(p)=p, fla)=gq

Entonces por la desigualdad fundamental

A(p. ) = 1= (4. 7(p)) + d(q.7(a))) <O



Existencia: construccién de una sucesidn

Sea a € X. Definimos (tx)ken, por induccién:

to == a, (Vk € Ny tkt1 = f(tk)).
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Sea a € X. Definimos (tx)ken, por induccién:
to == a, (\V/k € Ny tkt1 = f(tk)>.
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Notemos que
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Existencia: construccién de una sucesidn

Sea a € X. Definimos (tx)ken, por induccién:
to == a, (\V/k € Ny tkt1 = f(tk)>.

En otras palabras, t, = flkl(a).

Notemos que

f(t) = F(FH(a)) = F11(a)



Existencia: construccién de una sucesidn

Sea a € X. Definimos (tx)ken, por induccién:
to == a, (\V/k € Ny tkt1 = f(tk)>.

En otras palabras, t, = flkl(a).

Notemos que

f(e) = F(F¥(a) = A7) =



Existencia: construccién de una sucesidn

Sea a € X. Definimos (tx)ken, por induccién:
to == a, (\V/k € Ny tkt1 = f(tk)>.

En otras palabras, t, = flkl(a).

Notemos que

f(e) = F(FH(a) = A<(a) = F19(7(3)).



Existencia: construccién de una sucesidn

Sea a € X. Definimos (tx)ken, por induccién:
to == a, (\V/k € Ny tkt1 = f(tk)>.

En otras palabras, t, = flkl(a).

Notemos que
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Existencia: construccién de una sucesidn

Sea a € X. Definimos (tx)ken, por induccién:
to == a, (\V/k € Ny tkt1 = f(tk)>.

En otras palabras, t, = flkl(a).

Notemos que

f(e) = F(FH(a) = A<(a) = F19(7(3)).

Por eso
d(tk, f(l'k))



Existencia: construccién de una sucesidn

Sea a € X. Definimos (tx)ken, por induccién:
to == a, (\V/k € Ny tkt1 = f(tk)>.

En otras palabras, t, = flkl(a).

Notemos que

f(e) = F(FH(a) = A<(a) = F19(7(3)).

Por eso
d(tk, f(l'k)) =



Existencia: construccién de una sucesidn

Sea a € X. Definimos (tx)ken, por induccién:
to == a, (\V/k € Ny tkt1 = f(tk)>.

En otras palabras, t, = flkl(a).

Notemos que

f(e) = F(FH(a) = A<(a) = F19(7(3)).

Por eso

d(t, f(t)) = d(F1¥(a), FI¥(£(a)))



Existencia: construccién de una sucesidn

Sea a € X. Definimos (tx)ken, por induccién:
to == a, (\V/k € Ny tkt1 = f(tk)>.

En otras palabras, t, = flkl(a).

Notemos que

f(e) = F(FH(a) = A<(a) = F19(7(3)).

Por eso

d(t, f(t)) = d(F1¥(a), FH(F(a))) <



Existencia: construccién de una sucesidn

Sea a € X. Definimos (tx)ken, por induccién:
to == a, (\V/k € Ny tkt1 = f(tk)>.

En otras palabras, t, = flkl(a).

Notemos que

f(e) = F(FH(a) = A<(a) = F19(7(3)).

Por eso

d(t, (1)) = d(f(a), (£ (a))) < L* d(a, F(a)).



Demostracién: la sucesion es de Cauchy

Para cada m, n en Ny tenemos

d(tm, tn)
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Demostracién: la sucesion es de Cauchy

Para cada m, n en Ny tenemos

d(tm, tn)

IN

1

1-1L

(d(tm, F(tm)) + d(tn, F(t2)))



Demostracién: la sucesion es de Cauchy

Para cada m, n en Ny tenemos

d(tm, tn)

1
1-1L
1

1-1L

(d(tm, F(tm)) + d(tn, F(t2)))

(L™d(a, £(2)) + L"d(a, f(2)))



Demostracién: la sucesion es de Cauchy

Para cada m, n en Ny tenemos

1
1-1L
1

1 (L7d(a,7(2)) + Ld(a, £(3))

IA

d(tm t) (dtm £ (tm) + (b, £(20)))

IN



Demostracién: la sucesion es de Cauchy

Para cada m, n en Ny tenemos

d(tm; tn) S 1flL(d(tma f(tm)) + d(tm f(t”))>

< 1 (1md(a F(a) + Ld(a. 7(a)))
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Demostracién: la sucesion es de Cauchy

Para cada m, n en Ny tenemos

d(tm; tn) S 1flL(d(tma f(tm)) + d(tm f(t”)))

< 1 (1md(a F(a) + Ld(a. 7(a)))

_ d(a.f(a)

o (L”’+L").

Por lo tanto, la sucesién es de Cauchy.

p= lim t.
k—o00



Demostracién: la sucesion es de Cauchy

Para cada m, n en Ny tenemos

d(tm; tn) S 1flL(d(tma f(tm)) + d(tm f(t”)))

< 1 (1md(a F(a) + Ld(a. 7(a)))

_ d(a.f(a)
1-L

(Lm+Lm).

Por lo tanto, la sucesién es de Cauchy.

Denotemos por p su limite:

p= lim t.
k—o00



Demostracién: el limite es el punto fijo

Por la definicién,
f(tn) = tny1.
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Demostracién: el limite es el punto fijo
Por la definicién,

f(tn) = tny1.
Pasamos al limite:

lim f(t,) = nIl_)rr;O thtl-

n—o0

En el lado izquierdo usamos el hecho que f es continua.

En el lado derecho la sucesién desplazada tiene el mismo limite que (t,)nen.



Demostracién: el limite es el punto fijo
Por la definicién,
f(tn) = tny1.
Pasamos al limite:
i, Ftn) = Jim, thar.

En el lado izquierdo usamos el hecho que f es continua.

En el lado derecho la sucesién desplazada tiene el mismo limite que (t,)nen.

f(lim t): lim t,.
n~>oon I‘l‘)OOn



Demostracién: el limite es el punto fijo
Por la definicién,
f(tn) = tny1.
Pasamos al limite:
i, Ftn) = Jim, thar.

En el lado izquierdo usamos el hecho que f es continua.

En el lado derecho la sucesién desplazada tiene el mismo limite que (t,)nen.
F(lim t,) = lim .
n—oo n n—o0 n

f(p) = p.



Una cota superior para estimar la rapidez de la convergencia

d(tx, p)
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d(tk7p) <
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Una cota superior para estimar la rapidez de la convergencia

1

d(ti,p) < 7= (At F(8)) + d(p. ()

ﬁ(Lkd(a, f(a)) +0).

IN

Hemos mostrado que



Una cota superior para estimar la rapidez de la convergencia

d(ti,p) < 7= (At F(8)) + d(p. ()

1

1-1L

IN

(L*d(a,f(a)) +0).

Hemos mostrado que
Lk

< -
d(tkap)— 1_ L

d(a, f(a)).



Ejemplo

Sea f: [0,1] — [0,1],

f(x) = cos(x).
Demostrar que ([0, 1]) C [0, 1].
Demostrar que

sup |f'(x)] < 1.
x€(0,1)

Demostrar que f es contractiva.
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Ejemplo

0,1] — [0), 1],
. ,—— (x).
f cos
f(x)

ty
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Ejemplo

0,1] — [0), 1],
. ,—— (x).
f cos
f(x)

ty

to

t1




Ejemplo

f:10,1] — [0,1],
f(x) = cos(x).

ty to t3 4



Algoritmo

def fixed_point_method(f, a, tol, max_steps):
X =a
er = 2 x tol
steps = 0
while (steps < max_steps) and (er >= tol):
Xprev = x
x = f(xprev)
er = abs(x - xprev)
steps += 1

return (steps, x)

print(fixed_point_method(cos, 0.4, le-5, 100))
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Ejercicio.
Supongamos las condiciones del teorema del punto fijo.



Calcular el nimero de pasos suficiente para alcanzar cierta precision

Ejercicio.
Supongamos las condiciones del teorema del punto fijo.
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Calcular el nimero de pasos suficiente para alcanzar cierta precision
Ejercicio.

Supongamos las condiciones del teorema del punto fijo.

Supongamos que a € X. Definimos p y (t,)52, como en la demostracién.

Ademas, sea s € N.



Calcular el nimero de pasos suficiente para alcanzar cierta precision
Ejercicio.

Supongamos las condiciones del teorema del punto fijo.

Supongamos que a € X. Definimos p y (t,)52, como en la demostracién.

Ademsés, sea s € N.

Encontrar n en N tal que
d(tn, p) <27°.



Calcular el nimero de pasos suficiente para alcanzar cierta precision
Ejercicio.
Supongamos las condiciones del teorema del punto fijo.
Supongamos que a € X. Definimos p y (t,)52, como en la demostracién.
Ademsés, sea s € N.
Encontrar n en N tal que
d(tn, p) <27°.
Sugerencia. Usar la desigualdad

k

IN

d(a, f(a)).



Una justificacion del algoritmo babilénico para calcular raices cuadradas

Ejercicio. Sea a > 1.

f(x) = % <X+j>.

Encontrar un conjunto X tal que la funcién f: X — X sea contractiva.



Una justificacion del método de Newton

Ejercicio. Sea g € C?(R,R) y sea p € R tal que g(p) = 0.
Supongamos que A > 0, g’(x) > A para cada x, B> 0y |g"(x)| < B para cada x.

Dado 6 > 0, definimos X5 = [p — 0, p + 9],

Encontrar § > 0 tal que f: X5 — Xj sea contractiva.



El punto fijo de la funcion cuya iteracion es contractiva

Ejercicio. Sean (X, d) un espacio métrico completo no vacio.
Seang: X =+ X, meN.

Supongamos que gl™! es contractiva.

Demostrar que g tiene un Gnico punto fijo.

Sugerencia: un camino falso es intentar demostrar que g es contractiva.

En realidad, es posible que g no sea contractiva.
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