Algebras finitas de conjuntos

1 Definicién. Sea X un conjunto y sea F una coleccién de subconjuntos de X: F C 2.
Se dice que F es un dlgebra de conjuntos sobre X si la coleccion F contiene al conjunto
vacio y es cerrada bajo los complementos y bajo la operacién de uniéon de dos conjuntos:

1. oed.
2. Paracada Aen F, X\ A F.
3. Paracada A,BenF, AUB =5.

2 Proposicion. Sea F un dlgebra de conjuntos sobre F. Entonces F es cerrada bajo las

uniones finitas: para cada m en N y cualesquiera Ay, ..., A, en F,
m
UJAres
k=1
Idea de demostracion. Induccion sobre m. O

Recordemos que la definicién de o-algebra es similar a la Definicién 1, pero en vez de
la condicion 3 se pide que F sea cerrada bajo las uniones numerables.

3 Proposicion. Sea X un conjunto y sea I un dlgebra de conjuntos sobre X . Supongamos
que F es finita. Entonces F es una o-dlgebra.

Idea de demostracion. Mostremos que JF es cerrada bajo las uniones numerables. Sea
(A;)jen una sucesién en F. Pongamos

8§ ={A;: jeN}

El conjunto 8§ es un subconjunto de F, por eso & es finito, es decir, existen ¢, ..., ¢, en

N tales que
S={A4,,....4,.}

Luego la unién de la sucesion (A;),en coincide con la unién de los conjuntos A, ..., 4,,.,
y esta unién pertenece a F por la Proposicion 2:

U&zUYzO@ﬁ? O

jeN Yes k=1
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4 Ejemplo. Sea X = {1,2,3,4,5} y sea

G ={{1,4},{2,3,4,5}}.
Encontremos la o-algebra generada por JF.

Idea informal de la solucion. Etapa 1. Aplicamos las operaciones de algebra a los elemen-
tos de G hasta el momento, cuando ya no podemos construir conjuntos nuevos.

Etapa 2. Mostramos que la colecciéon obtenida F es un dlgebra. Por ser finita, es una
o-algebra.

Etapa 3. Mostramos que si H es una o-algebra que contiene a G, entonces § C J.
Esto significa que F es la minima o-algebra que contiene a G.

En la solucién formal escrita abajo, hacemos las etapas 1 y 3 simultdneamente. O

Solucion. 1. Supongamos que JH es una o-algebra que contiene a G. Entonces

2,X € K,

{1,4},{2,3,4,5} € § C K,

{2,3,5} = X'\ {1,4} € K,

{1} = X'\ {2,3,4,5} € K,

{1,2,3,5} = {1} U{2,3,5} € K,
« {4} =X\ {1,2,3,5} € K.

Pongamos

F={o,{1},{1,2,3,5},{1,4},{2,3,5}.{2,3,4,5}, {4}, X }.

Hemos demostrado que F C K.

2. Demostremos que JF es un algebra. Tenemos que @ € F. Para demostrar que la
coleccion F es cerrada bajo los complementos, agrupamos sus elementos en los siguientes
pares complementarios:

%] — X,

{1} > {2,3,4,5},
{1,2,3,5} ~ {4},
{1,4} > {2,3,5}.

Mostremos que F es cerrada bajo las uniones de dos conjuntos. Notemos que para cada
A en F se cumple

GUA=AcT, AUX=XcT,  AUA=AcT
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Ademds, AU B = BU A. Por eso es suficiente llenar solo la parte triangular superior (o
la parte triangular inferior) de la siguiente tabla.

U {1} {1,2.3,5} [ {1,4} | {2.3,5} [{2,3,4,5}] {4
{1} {1,2,3,5} | {1,4} [ {1,2,3,5} X {1,4}
{1,2,3,5} X [{1,2,3,5} X X
{1,4} X X {1,4}
{2,3,5} {2,3,4,5} | {2,3,4,5}
{2,3,4,5} {2,3,4,5}
{1,4}

Junto con las observaciones arriba, la tabla muestra que la coleccion & es cerrada bajo la
operacion U. Esto significa que F es un algebra. Por ser finita, F es una o-algebra.
Conclusion. En el inciso 2 hemos mostrado que F es una o-dlgebra. Por el inciso 1, F
es la minima entre todas las o-algebras que contienen a la coleccién H. Por consecuencia,
F es la o-algebra generada por G. n

5 Ejercicio. Sea X = {1,2,3,4,5}. Hallar la o-algebra sobre X generada por la coleccién

G ={{1,4},{2,3,5}}.

6 Ejercicio. Sea X = {1,2,3,4,5}. Hallar la o-dlgebra sobre X generada por la coleccién

G ={{1,3},{4}}.
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