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@ Introduccién
© Repaso de herramientas
© Conexién C" < V

@ Espacios normados de dimensién finita



Suponiendo que V es un espacio complejo normado de dimensién finita,

vamos a demostrar las siguientes propiedades:
» existe T: C" — V tal que T es isomorfismo y homeomorfismo;
= todas las normas en V son equivalentes entre si;

= V es un espacio de Banach.



Prerrequisitos

= Todas las normas en C" son equivalentes.
» El espacio (C", || - ||2) es completo.

= Isomorfismos isométricos de espacios normados.



Aplicaciones

Propiedades de subespacios de dimensién finita en espacios normados.

Propiedades de listas de vectores finitas en espacios normados.

Propiedades de operadores lineales de rango finito.

Propiedades de operadores lineales compactos.



Repaso de herramientas
[ JeJele]

Repaso: comparacién de normas en un espacio vectorial

Definicién (N, domina a )

Sea V' un espacio vectorial complejo y sean Ny, N, normas en V.

Ny < N> < dC >0 Vv eV Nl(V) <C N2(V).
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[ JeJele]

Repaso: comparacién de normas en un espacio vectorial

Definicién (N, domina a )

Sea V' un espacio vectorial complejo y sean Ny, N, normas en V.

Ny < N> < dC >0 Vv eV Nl(V) <C N2(V).

= es un orden parcial.

Proposicion

Sea V un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Denotemos por 71 y 7 las topologias correspondientes. Entonces

Nle2 <~ 71 C 7.
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Repaso: equivalencia de normas en un espacio vectorial

Definicién (equivalencia de normas)

Sea V' un espacio vectorial complejo y sean Ny, N, normas en V.

Ny =< No —= (N1 = N2) A (N2 = Nl)

= es una relacién de equivalencia.

Proposicion

Sea V un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Denotemos por 71 y 7 las topologias correspondientes. Entonces

Ny < N> g T1 = T2.
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Repaso de herramientas
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Repaso: las normas en C” son equivalentes entre si

Teorema

Sea N una norma en C". Entonces N < || - ||2.

Corolario
Sean N; y N, normas en C”. Entonces N; < No.




Repaso: el espacio C” con cualquier norma es completo

Proposicion

El espacio normado (C”, || - [|2) es completo.
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Repaso: el espacio C” con cualquier norma es completo

Proposicion

El espacio normado (C”, || - [|2) es completo.

Corolario
Sea N una norma en C". Entonces (C", N) es completo.
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Repaso: cada espacio vectorial complejo de dimensién n es isomorfo a C”

Proposicion

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién n.
Entonces existe un isomorfismo lineal 7: C" — V.
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Repaso: cada espacio vectorial complejo de dimensién n es isomorfo a C”

Proposicion

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién n.

Entonces existe un isomorfismo lineal T: C" — V.

Demostracion. Sea (b, ..., b,) una base ordenada de V. Definimos T: C" — V,

T(©) =
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Proposicion

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién n.

Entonces existe un isomorfismo lineal T: C" — V.

Demostracion. Sea (b, ..., b,) una base ordenada de V. Definimos T: C" — V,

T(&) = &b
k=1
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Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién n.

Entonces existe un isomorfismo lineal T: C" — V.

Demostracion. Sea (b, ..., b,) una base ordenada de V. Definimos T: C" — V,
T(&) = Lbx.
k=1
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Repaso: cada espacio vectorial complejo de dimensién n es isomorfo a C”

Proposicion

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién n.

Entonces existe un isomorfismo lineal T: C" — V.

Demostracion. Sea (b, ..., b,) una base ordenada de V. Definimos T: C" — V,
T(&) = Lbx.
k=1

Como (by, ..., bp) es linealmente independiente, T es inyectiva.
Como lin(by,...,by) =V, T es sobre.
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Definicién de la “norma-preimagen” de una norma

respecto a una transformacién lineal inyectiva

Proposicion

Sean Vi, V5 espacios vectoriales complejos, sea N una norma en V;
y sea T: Vi — V5 una transformacién lineal inyectiva.

Definimos Ny : V4 — [0, +00),

Ny (x) = Na(T(x)).

Entonces N; es una norma en Vj.
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Definicién de la “norma-preimagen” de una norma

respecto a una transformacién lineal inyectiva

Ny N



Demostraci

N> es una norma, T es lineal e inyectiva, Nj = NMNyo T.
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Demostracion

N> es una norma, T es lineal e inyectiva, Nj = NMNyo T.

1. Mostremos que N> es subaditiva.

Nao(x +y) = Ni(T(x +y)) = Ni(Tx + Ty)

< Ni(Tx) + Ni(Ty) = No(x) + Na(y).
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Demostracion
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2. Ejercicio: mostrar que N> es absolutamente homogénea.
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Demostracion
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Nao(x +y) = Ni(T(x +y)) = Ni(Tx + Ty)
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3. Sea x € V4, x #0y,. Como T es inyectiva,
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Demostracion

N> es una norma, T es lineal e inyectiva, Nj = NMNyo T.

1. Mostremos que N> es subaditiva.

Nao(x +y) = Ni(T(x +y)) = Ni(Tx + Ty)

< Ni(Tx) + Ni(Ty) = No(x) + Na(y).

2. Ejercicio: mostrar que N> es absolutamente homogénea.

3. Seax € V4, x #0y,. Como T es inyectiva, Tx # Oy,.

Como N> es una norma,
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Demostracion

N> es una norma, T es lineal e inyectiva, Nj = NMNyo T.

1. Mostremos que N> es subaditiva.

Nao(x +y) = Ni(T(x +y)) = Ni(Tx + Ty)

< Ni(Tx) + Ni(Ty) = No(x) + Na(y).

2. Ejercicio: mostrar que N> es absolutamente homogénea.

3. Seax € V4, x #0y,. Como T es inyectiva, Tx # Oy,.
Como N es una norma, Na(Tx) > 0.



Transformaciones lineales Lipschitz continuas

Proposicion
Sean Vj y V, espacios vectoriales normados complejos

y sea T: V4 — V5 una transformacion lineal.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) AL>0 YxeWi | Tx|lv, < L|x|lw;

.

(b) IL>0 Vx,ye Vi |[[Tx— Ty|v, < L|x—yllv-




Transformaciones lineales Lipschitz continuas

Proposicion

Sean Vj y V, espacios vectoriales normados complejos
y sea T: V4 — V5 una transformacion lineal.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) IL>0 ¥xe Wi |[Tx|lv, < L|x|lw;

(b) IL>0 Vx,ye Vi |[[Tx— Ty|v, < L|x—yllv-

.

Demostracién: ejercicio.
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Si V es un espacio normado complejo de dimension n,

entonces cada isomorfismo entre C" y V' es un homeomorfismo

Proposicion

Sea V un espacio normado complejo de dimension n,
ysea T:C" — V un isomorfismo lineal.

Consideramos C” con la norma euclidiana || - ||2.

Entonces T y T~! son Lipschitz continuos.

En particular, T es un homeomorfismo.
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Demostracion, inicio

Definimos N: C" — [0, +00),

N(a) = Telv.
Entonces N es una norma en C".
Cada norma en C" es equivalente a || - ||2. En particular, N < || - ||2.

Luego existen C; > 0y G, > 0 tales que para cada a en C”

N(a) < Gulall,  llall2 < G N().
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Demostracion, final

Hemos definido N(«) = || Ta||yv y hemos mostrado que para cada o en C”

N(a) < Gllallz,  llafla < G N(a).
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Demostracion, final

Hemos definido N(«) = || Ta||yv y hemos mostrado que para cada o en C”

N(a) < Gllallz,  llafla < G N(a).

Por la primera desigualdad,
[Tellv < G lall.

Por la segunda desigualdad,
lellz < G Tallv.

Dado w en V, pongamos a = T 'w. Entonces [T w| < G| wly.
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Equivalencia de normas en espacios normados de dimensién finita

Proposicion
Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién finita, y sean Nj y Ny normas en V.
Entonces N; =< Ns.
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Demostraci

Sea T: C" — V un isomorfismo.
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Demostracion

Sea T: C" — V un isomorfismo.
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Yw e V 1T tw|2 < G Ny(w), T w2 < Gy No(w).
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Demostracion

Sea T: C" — V un isomorfismo.

Entonces existen Cy, G, C3, C4 > 0 tales que
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Demostracion

Sea T: C" — V un isomorfismo.

Entonces existen Cy, G, C3, C4 > 0 tales que
Vo € C" /V1(TO£) < G a2, N2(TOZ) < G a2,
YweV [T w|a < G Ni(w), T w2 < Gy No(w).

Combinamos la primera desigualdad con la cuarta:  Np(w) < G G Np(w).

Combinamos la segunda desigualdad con la tercera:
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Demostracion

Sea T: C" — V un isomorfismo.

Entonces existen Cy, G, C3, C4 > 0 tales que
Vo € C" /V1(TO£) < G a2, N2(TOZ) < G a2,
YweV [T w|a < G Ni(w), T w2 < Gy No(w).

Combinamos la primera desigualdad con la cuarta:  Np(w) < G G Np(w).

Combinamos la segunda desigualdad con la tercera:  Na(w) < Co Gg Ni(w).
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Espacios normados de dimension finita

Proposicion

Sea V' un espacio normado complejo de dimensién finita. Entonces V' es completo.
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Primera demostracion

Sea T: C" — V un isomorfismo lineal.
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Primera demostracion

Sea T: C" — V un isomorfismo lineal.

Definimos N: C" — [0, +00),

N(a) =[IT()]2  (acC").
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Primera demostracion

Sea T: C" — V un isomorfismo lineal.

Definimos N: C" — [0, +00),
N(a) =Tz (xeC).

Sabemos que N es una normay que N < || - ||2.
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Primera demostracion

Sea T: C" — V un isomorfismo lineal.

Definimos N: C" — [0, +00),
N(a) =Tz (xeC).

Sabemos que N es una normay que N < || - ||2.

Luego (C", N) es completo.
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Primera demostracion

Sea T: C" — V un isomorfismo lineal.

Definimos N: C" — [0, +00),
N(a) =Tz (xeC).

Sabemos que N es una normay que N < || - ||2.
Luego (C", N) es completo.

Como T: (C",N) — (V,|| - ||2) es un isomorfismo isométrico, (V|| - ||2) es completo.
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gunda demostracio

Consideramos C" con la norma || - ||2.
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Segunda demostracion

Consideramos C" con la norma || - ||2.

Sabemos que T y T! son Lipschitz continuos.
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Segunda demostracion

Consideramos C" con la norma || - ||2.

Sabemos que T y T! son Lipschitz continuos.

Sea (wg)ken una sucesion de Cauchy en V.
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Segunda demostracion

Consideramos C" con la norma || - ||2.

Sabemos que T y T! son Lipschitz continuos.
Sea (wg)ken una sucesion de Cauchy en V.

Entonces (T~ wy)ken es una sucesién de Cauchy en C”.
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Segunda demostracion

Consideramos C" con la norma || - ||2.

Sabemos que T y T! son Lipschitz continuos.
Sea (wg)ken una sucesion de Cauchy en V.
Entonces (T~ wy)ken es una sucesién de Cauchy en C”.
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Segunda demostracion

Consideramos C" con la norma || - ||2.

Sabemos que T y T! son Lipschitz continuos.

Sea (wg)ken una sucesion de Cauchy en V.

Entonces (T~ wy)ken es una sucesién de Cauchy en C”.
Encontramos v en C" tal que || T wx — 7|l2 — 0 cuando k — oc.

Luego
lwi = Tollw < CI T wi —7l2,

y la sucesidn (wy)ken converge a T+.
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Los subespacios de dimensién finita son cerrados

Proposicion

Sea (V, N) un espacio normado y sea W un subespacio de V' de dimensién finita.
Entonces W es cerrado.

Demostracion. Consideramos el espacio normado (W, N|y ).
Por la proposicién anterior, este espacio es completo.

Por consecuencia, W es cerrado en V. O]
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