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1 Operaciones légicas principales: negacién, conjuncién y disyuncion

1. Operaciones légicas principales:
negacion, conjunciéon y disyuncion
Definiciones informales.

-A esverdadera <<= A esfalsa
ANB esverdadera <= A esverdadera y B es verdadera
AV B esverdadera <= A esverdadera o B es verdadera

La palabra o se usa aqui en el sentido no exclusivo: si ambas A y B son verdaderas, entonces
AV B también.

1.1. Dibuje con flechitas las correspondencias entre las notaciones y sus significados:

[por lo menos una de las proposiciones Ay B es Verdaderaj
AV B [ambas proposiciones A y B son verdaderas}

Tablas de verdad

Tablas de verdad para la Negacién y la Conjuncion. La operacion unaria Negacion y la
operacion binaria Conjuncién se definen mediante las siguientes tablas de verdad (escribimos
0 para Falso y 1 para Verdadero):

A|B|AANB
Al -A 010 0
01 1 0]1 0
1 110 0
171 1

La negacién de A también se denota por A.

1.2. Tabla de verdad para la Disyuncién. Rellene la tabla de verdad para la operacion
binaria Disyuncion (V).

A|B||AVB
00
01
110
111
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1 Operaciones légicas principales: negacién, conjuncién y disyuncion

Calculo de los valores de expresiones logicas
1.3. Recuerde las definiciones informales de las operaciones —, A y V:
—A es verdadera <=

AANB esverdadera <+<—
AV B esverdadera <=

1.4. Repaso. Llene las tablas de verdad las cuales sirven como definiciones formales de las
operaciones =, Ay V:

A|B||AAB A|B|AVvB
Al -A 0]0
0 0]1
1 110

171

Ejemplo. Calcule el valor de la expresién
(a AND)V (—a)
sia=0yb=0.

Solucion. La conjuncién a A b es 1 sélo en el caso si ambas a y b son 1. En nuestro ejemplo

no es asi, por lo tanto
aNb=0A0=0.

Como a = 0, por definicién de —a tenemos que
—a=-0=1.

Para calcular (a A b) V (—a) recordamos que la disyuncién tiene valor 1 cuando por lo menos
uno de sus argumentos es 1. En nuestro caso —a = 1, asi que

(@nb)V(-a)=0V1=1.

Por supuesto, en vez de recordar de las definiciones informales de las operaciones =, Ay V,
uno puede tomar los valores necesarios de sus tablas de verdad. [

1.5. Calcule el valor de la expresién a V (=b) sia =0y b= 1.
Solucion. Primero calculamos —b = , luego a v (—b) = : O
1.6. Calcule el valor de la expresién a A (—a) si a = 1.

Solucion. —a = : aA(—a) = : O
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1 Operaciones légicas principales: negacién, conjuncién y disyuncion

Ejemplos de teoremas de l6gica matematica (leyes de dualidad)

Ejemplo. Demostremos que para todo a € {0, 1}
aV (—a)=1.

Solucion. Calculamos los valores de la expresién a V (—a) para todos los valores de a. Por
supuesto, vamos a aplicar las definiciones de V y —.

Por ejemplo, si a = 0, entonces por definicién de — tenemos que —a = 1. Para calcular el
valor de a V (—a) notamos que entre las expresiones a y —a al menos una (a saber, —a) tiene
valor 1, luego por definicién de V obtenemos que a V (—a) = 1.

Escribamos los célculos en forma de tablas de verdad:

al —alaV(-a)

1 1
1] 0 1
O
1.7. Demuestre que para todo a € {0,1}
a N (—a) = 0.
Solucion.
a| —alaA (—a)
O
1.8. Ley de involucién para la Negacién. Demuestre que para todo a € {0, 1}
—(—a) = a.
Solucion.
a || —a | —(—a)
O
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1 Operaciones légicas principales: negacién, conjuncién y disyuncion

Leyes de absorcion

Vamos a demostrar dos teoremas de logica matematica que se llaman leyes de absorcion o
leyes de cancelacion.

Ejemplo. Demostremos que para todos a,b € {0,1}
(aNb)Va=a.

Solucion. Tenemos que calcular los valores de la expresién (a Ab) V a para todo par ordenado
de los valores de a y b.

albllanb|(aNb)Va
010 0 0
01 0 0
110 0 1
171 1 1

Al fin podemos ver que los contenidos de las columnas a y (a A b) V a coinciden:

albllanb|(anb)Va
00 0 0
0|1 0 0
1/0 0 1
11 1 1
O
1.9. Demuestre que para todos a,b € {0,1}
(aVb)Na=a.
Solucion.
albllaVvb|(aVb)ANa
m
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1 Operaciones légicas principales: negacién, conjuncién y disyuncion

Leyes de De Morgan
1.10. Demuestre que para todos a,b € {0,1}

aVb=aAb.
Solucion. _ _
albllavVblaVvb|a|blaNnd
00
01
110
11
m
1.11. Demuestre que para todos a,b € {0,1}
aANb=aVb.
Solucion.
a | b
O]

1.12. Divida las siguientes cuatro proposiciones en dos pares de proposiciones equivalentes:

(i

) no es cierto que se ambas proposiciones A y B son verdaderas;
(ii) no es cierto que es verdadera por lo menos una de las proposiciones A o B;

(iii) ambas proposiciones A y B son falsas;

(iv) por lo menos una de las proposiciones A y B es falsa.
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1 Operaciones légicas principales: negacién, conjuncién y disyuncion

Asociatividad
1.13. Asociatividad de la conjuncién. Demuestre que para todos a,b,c € {0, 1},

(anb)Nc=aA(bAc).

Demostracion.
alblcllanb|(a@anb)Ac|bAc|aA(bAc)
0[0]0
0[0]1
0[1]0
0111
1100
1101
11110
1(1(1
m
1.14. Asociatividad de la disyuncién. Demuestre que para todos a,b,c € {0, 1},
(avb)Ve=aV(bVc).
Demostracion.
alblc
m

Notacidén. Las leyes de asociatividad permiten escribir a A b A ¢ en lugar de (a Ab) Acy
aVbVcen lugar de (aVb)Vec.

1.15. Dibuje con flechitas las correspondencias entre las formulas y sus significados:

ANBAC [todas las tres proposiciones A, B y C' son Verdaderasj

AV BVC(C [por lo menos una de las proposiciones A, By C' es Verdaderaj
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

2. Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)
Objetivos. Repasar el concepto de cuantificadores en el caso de un dominio finito.

En los ejemplos vamos a usar relaciones binarias, por eso primero repasamos rapidamente el
concepto del producto cartesiano de conjuntos finitos.

Producto directo (producto cartesiano) de dos conjuntos

2.1. Pares ordenados (listas de dos elementos) y pares no ordenados (conjuntos
de dos elementos). Para cada una de las siguientes afirmaciones determine si esta es
verdadera o falsa:

. (3,4) = (4,3)
= (2v/5,3) = (v20,1og, 8)
- (3,4} = {4,3}

Definicién (producto cartesiano). Sean A y B conjuntos. El producto cartesiano de
los conjuntos A y B, denotado por A x B, se define como el conjunto de todos los pares
ordenados que tienen forma (a,b), donde a € Ay b € B.

Ejemplo. Sea A = {1,2,3} y B = {V/2,V/7}. Entonces
A x B={(1,v2),(1,V7),(2,V2),(2,V7), (3,V2), (3,V7)}.

2.2. Nimero de elementos en el producto cartesiano. Sean A y B conjuntos finitos
que contienen m y n elementos respectivamente:

|A| = m, |B| = n.

. Cuantos elementos contiene el producto cartesiano A x B?

Cuadrado cartesiano de un conjunto

Notacion. Sea A un conjunto. Entonces el producto cartesiano A x A se llama cuadrado
cartesiano de A y se denota por A2

2.3. Sea A = {1,2,3}. Escriba todos los elementos de A2

2.4. Sea A un conjunto finito de n elementos. ;Cudntos elementos contiene A2?
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Relaciones binarias

Definicién (relacién binaria sobre un conjunto). Una relacidn binaria sobre un con-
junto X (en otras palabras, una relacién binaria entre los elementos del conjunto X)) se define
como un subconjunto del “cuadrado cartesiano” X? = X x X.

Ejemplo. Si X es un conjunto finito, entonces una relacién binaria sobre X se puede
dibujar como una tabla. Por ejemplo, el siguiente dibujo representa la relaciéon binaria
R=1{(1,2),(1,3),(3,1)} sobre el conjunto X = {1,2,3}:

1 2 3
1 X | X
2777
3| X

2.5. Represente con un dibujo la relacién binaria R = {(1,3), (2,1), (2, 2), (2,4), (4,3)} sobre
el conjunto X = {1,2,3,4}.

Solucion.

= W NN =
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Demostrar proposiciones de la forma Vx P(x)

Ejemplo. Se considera la relacién binaria R = {(1,1),(1,2),(2,1),(3,1),(3,2),(3,3)} sobre
el conjunto X = {1,2,3}. Dibujar R como una tabla y demostrar que

Vi e {1,2,3} (3,7) € R.

Dar una interpretacién de esta afirmacién en términos de las entradas de la tabla.

Solucion.
1 2 3
L] x|x La relacion R contiene todas las entradas de la tercera fila de
2 | x la tabla. En otras palabras, la tercera fila esta completamente
3 %% |x en R:
(3,1),(3,2),(3,3) € R. O

2.6. Dibuje la relacién R = {(1,2),(2,1), (2,2), (3,1), (3,2)} sobre el conjunto X = {1, 2, 3}
como una tabla.

2.7. Sea R la relacion binaria del ejercicio anterior. Demuestre que
Vie {1,2,3} (1,2) € R.

Dé una interpretacion de esta afirmacion en términos de las entradas de la tabla.
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Demostrar proposiciones de la forma Jx P(x)

Ejemplo. Se considera la relacién binaria R = {(2,1), (2, 3),(3,2), (3,3)} sobre el conjunto
X ={1,2,3}. Dibujar R como una tabla y demostrar que

Jjef{l23 (24)€R
Dar una interpretacién de esta afirmacién en términos de las entradas de la tabla.

Primera solucion. (2,3) € R. Con palabras: En la segunda fila de la tabla hay por lo menos
una entrada marcada, es decir, por lo menos un elemento de R.

1 2 3
1
2 | X X
3 X | X 0
Segunda solucion. (2,1) € R.
1 2 3
1
2 | X X
3 X | X 0

2.8. Se considera la relacién binaria R = {(1,3),(2,1),(2,3)} sobre el conjunto {1, 2, 3}.
Dibuje R como una tabla y demuestre que

3 € {1,2,3} (7,3) € R.
Dé una interpretacion de esta afirmacién en términos de las entradas de la tabla.

Solucion.
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Refutar proposiciones de la forma Vx P(x)

Ejemplo. Sea X = {1,2,3} ysea R = {(1,2),(2,1),(2,3),(3,2)}. Demostrar que la siguiente
afirmacion es falsa:

Vie X  (i,2) € R

Solucion.
La afirmacién dice que todos los elementos de la segunda co-
1 2 3 lumna estan en R. Pero en realidad
LX) (2.2)¢ R
2| X X
asi que no todos los elementos de la segunda columna estan
3 X en R. O]

2.9. Sea X = {1,2,3} y sea R = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1),(3,3)}. Refute la
siguiente proposicion:

VieX  (3,j)€R

Solucion.
1 2 3
1
2
3 0

2.10. Sea X = {1,2,3} y sea R = {(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,3)}. Refute la
siguiente proposicion:

VieX (i,1) € R

Solucion.
1 2 3
1
2
3 0
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Refutar proposiciones de la forma 3z P(x)

Ejemplo. Sea X = {1,2,3} y sea R = {(1,1),(1,3),(2,2),(2,3)}. Refutar la siguiente
proposicién:
JeX (3j)eR

Solucion.
1 2 3 La proposicion dice que en el tercer renglén hay al menos un
elemento de R. Pero en realidad
1| X X
2 X | X BL¢R  (32)¢R (33 ¢R,
3 < > asi que en el tercer renglén no hay ninguan elemento de R. [

2.11. Sea X = {1,2,3} y sea R = {(1,1),(1,3),(2,1),(3,3)}. Demuestre que la siguiente
proposicion es falsa:

JeX  (i,2) €R

Solucion.
1 2 3
1
2
3 0

2.12.Sea X = {1,2,3} ysea R = {(2,1),(2,3),(3,1), (3,2) }. Refute la siguiente proposicién:

JjeX (1,j)€R

Solucion.
1 2 3
1
2
3 0
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

En los siguientes ejercicios se trata de una relacion binaria R sobre un conjunto finito X. La
relacion R estd dibujada como una tabla.

Ejemplo. ;Cémo demostrar una proposicion de la forma Ve X P(x)?
& verificar que para todos los elementos = de X se cumple P(x)
O verificar que para ningiin elemento x de X se cumple P(x)
O encontrar un elemento z de X para el cual se cumple P(z)

O encontrar un elemento = de X para el cual no se cumple P(x)

2.13. ;Cémo demostrar una proposicién de la forma Jzr e X P(x)?
O verificar que para todos los elementos = de X se cumple P(x)
O verificar que para ningiin elemento x de X se cumple P(x)
O encontrar un elemento z de X para el cual se cumple P(z)

O encontrar un elemento = de X para el cual no se cumple P(x)

2.14. ;Cémo refutar una proposicién de la forma Ve € X P(x)?
O verificar que para todos los elementos « de X se cumple P(x)
O verificar que para ningin elemento x de X se cumple P(x)

O encontrar un elemento z de X para el cual se cumple P(z)

O encontrar un elemento = de X para el cual no se cumple P(x)

2.15. ;Cémo refutar una proposicién de la forma Jxr € X P(x)?
verificar que para todos los elementos z de X se cumple P(x)
verificar que para ningtin elemento = de X se cumple P(x)

encontrar un elemento = de X para el cual se cumple P(x)

o O O O

encontrar un elemento x de X para el cual no se cumple P(z)
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Leyes de De Morgan para los cuantificadores

2.16. Notaciones y sus significados. Indique con flechitas las correspondencias exactas
entre las notaciones y sus significados:

[V:v eX P(I)} [para todo x € X no se cumple P(:U)j

[Elx eX P(:L‘)} [existe al menos un x € X para el cual no se cumple P(x)]
[VI eX %} [no es cierto que para todo x € X se cumple P(m)]
[Elx €eX %} [no es cierto que para algin z € X se cumple P(x)j

2.17. Leyes de De Morgan. Indique con flechitas dos pares de proposiciones equivalentes:

erx P@ﬂ erx F@ﬂ

@xex P@ﬂ @xex ?Gﬂ
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Demostrar o refutar afirmaciones de la forma V& P(x)

Ejemplo. Sea X = {1,2,3} y sea R = {(1,1),(1,3),(2,2),(3,1)}. Demostrar o refutar la
siguiente afirmacion:

Vie X (i,1) € R.

Solucion.
Tenemos por determinar, si todas las entradas de la primera
1 2 3 columna estan en R o no.
1 (%) X Vemos que no todas. Por ejemplo, (2,1) ¢ R.
2 X Conclusion: la afirmacion es falsa. En realidad,
3 JieX (i,1)¢R 0

2.18. Sea X = {1,2,3} y sea R = {(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}. Dibuje R como
una tabla.

Solucion.

I R — []

Consideremos los mismos X y R que en el ejercicio anterior. Para cada una de las siguientes
tres afirmaciones determine si esta es verdadera o falsa.

2.19. VjeX (2,5)€R.

2.20. Vie X (i,3)€R.

2.21. VjeX (1,j)€R.
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Demostrar o refutar afirmaciones de la forma Jx P(x)

Ejemplo. Sea X = {1,2,3} y sea R = {(1,2),(3,3)}. Demostrar o refutar la siguiente
afirmacion:
JjeX (2,f)€R.

Solucion.
Tenemos por determinar, si hay o no algin elemento de R en
el segundo renglén.
Se ve de la tabla que ningin elemento del segundo rengléon
pertenece a R:
1 2 3

T Tx 21 ¢R (22 ¢R (23)¢R

21 ) Conclusion: La afirmacion es falsa. En realidad,

3 X vieX (2,5)¢R. O

2.22. Sea X ={1,2,3} y sea R ={(2,1),(3,2)}. Dibuje R como una tabla.

Solucion.

O

Consideremos los mismos X y R que en el ejercicio anterior. Para cada una de las siguientes
tres afirmaciones determine si esta es verdadera o falsa.

2.23. JjeX (2,j)€R

2.24. JieX (i,3)€R.

2.25. JjeX (1,j)€R
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Afirmaciones de las formas Vx Vy P(x,y) y 3= Jy P(x,y)

Ejemplo. Sea X = {1,2,3} ysea R = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,2),(3,3)}. Deter-
minar si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa:

VieX VjeX (1,7) € R.

Solucion. La afirmacion dice que (i,7) € R para cualesquiera i y j. Pero esto es falso. Por
ejemplo, (2,3) ¢ R.

1 2 3
1| X | x| X
2| X | X
3 X | X B
2.26. Sea X = {1,2,3}. Construya una relaciéon binaria R sobre X tal que
VieX VjeX (1,§) € R.
Solucion.
1 2 3
1
2
3 O
2.27. Sea X = {1,2,3}. Construya una relacién binaria R sobre X tal que
JeX djeX (1,7) € R.
Solucion.
1 2 3
1
2
3 O
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Demostrar proposiciones de la forma Vx 3y P(x,y)

Ejemplo. Sea X = {1,2,3} y sea R = {(1,1),(1,2),(2,3),(3,1)}. Demostrar que

VieX FJjeX (1,7) € R.

Solucion.
1 2 3
1> Hay que mostrar que en cada renglén de la tabla hay por lo
2 X menos un elemento de R:
3| X (1L1) € R, (2,3)€R, (3,1)€R. 0

2.28. Sea X = {1,2,3} ysea R ={(1,2),(2,2),(3,1),(3,3)}. Demuestre que
VieX FieX (i,7) € R.

Solucion.
1 2 3

2.29. Sea X ={1,2,3} ysea R ={(1,2),(1,3),(2,1),(3,2),(3,3)}. Demuestre que
VieX 3JjeX (1,7) € R.

Solucion.
1 2 3
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Refutar proposiciones de la forma Vx Jy P(x,y)
Ejemplo. Sea X = {1,2,3} ysea R = {(1,1),(1,3), (3,2) }. Refutar la siguiente proposicién:

VieX FJjeX (1,7) € R.

Solucion.
1 2 3
La proposicién dice que en cada renglon de la tabla hay por lo
1] x x menos un elemento de R. Pero en realidad el segundo renglén
2 C > no contiene ningun elemento de R:
3 % 2,1)¢ R, (22)¢ R, (2,3)¢R. O

2.30. Sea X = {1,2,3} y sea R = {(1,1),(1,2),(2,2),(3,1),(3,2)}. Refute la siguiente
afirmacion:
VieX FieX (i,7) € R.

Solucion.
1 2 3
1
2
3 0

2.31. Sea X = {1,2,3} ysea R ={(2,2),(3,1),(3,2),(3,3)}. Refute la siguiente afirmacién:

VieX FJjeX (i,7) € R.

Solucion.
1 2 3
1
2
3 0
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Demostrar o refutar proposiciones de la forma Vx Jy P(x,y)

Ejemplo. Sea X = {1,2,3} y sea R = {(1,1),(1,3),(2,2),(3,2)}. Demostrar o refutar la
siguiente proposicion:
VieX 3jeX (i) eR

Solucion.
1 2 3
1> x La proposicién dice que en cada renglén de la tabla hay por
2 X lo menos un elemento de R. En realidad, asi es:
3 % (1,L1)€R, (2,2)€R, (3,2)€R. 0

2.32. Sea X ={1,2,3} ysea R ={(1,2),(2,1),(3,2), (3,3)}. Demuestre o refute la siguiente
afirmacion:

VieX 3jeX (i) €R

Solucion.
1 2 3
1
2
3 0

2.33. Sea X ={1,2,3} ysea R ={(1,2),(2,1),(3,1),(3,2)}. Demuestre o refute la siguiente
afirmacion:

VieX JdieX (1,7) € R.

Solucion.
1 2 3
1
2
3 0
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Demostrar proposiciones de la forma Jx Vy P(x,y)

Ejemplo. Sea X = {1,2,3} y sea R = {(1,1),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,3)}. Demostrar
que
JieX VieX (i,j)€R

Solucion.
1 2 3

. La proposicion dice que hay un renglon que completamente
X

estd en R. En realidad, todas las entradas del segundo renglén
2 | X | X | X estan en R:

(2,1) e R, (2,2) € R, (2,3)€R. O

2.34. Sea X = {1,2,3} y sea R = {(1,1),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}. Demuestre la
siguiente proposicion:

JjeX VieX (i,j)€R

Solucion.
1 2 3
1
2
3 0

2.35. Sea X = {1,2,3} ysea R ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}. Demuestre
la siguiente proposicion:
JeX VjeX (1,7) € R.

Solucion.
1 2 3
1
2
3 0

pagina 23



2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Refutar proposiciones de la forma Jx Vy P(x,y)

Ejemplo. Sea X = {1,2,3} y sea R = {(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3)}. Demostrar que la
siguiente afirmacion es falsa:

JeX VjeX (1,7) € R.

Solucion.
1 2 3 La proposicion dice que hay un renglén que completamente
estd en R. Pero en realidad ninguno de los renglones esta com-
1 Q X pletamente en R. En cada renglén hay al menos una entrada
2 X O que no pertenece a R:
3 < O (1,2) ¢ R, (2,3)¢ R, (3,2) ¢ R. O

2.36. Sea X = {1,2,3} ysea R = {(1,1),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}. Demuestre que la si-
guiente proposicién es falsa:

FeX VieX (i,7) € R.

Solucion.
1 2 3
1
2
3 O

2.37. Sea X = {1,2,3} ysea R = {(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,1), (3,3)}. Demuestre que la
siguiente proposicion es falsa:

djeX VieX (1,7) € R.

Solucion.
1 2 3
1
2
3 ]
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

En los siguientes ejercicios se trata de una relacion binaria R sobre un conjunto finito X. La
relacion R estd dibujada como una tabla.

Ejemplo. ;Cémo demostrar una proposicién de la forma Ve e X Jye X P(z,y)?

]
O

para todo elemento z € X encontrar un y € X tal que se cumple P(z,y)
para todo elemento z € X encontrar un y € X tal que no se cumple P(z,y)
encontrar un elemento = € X tal que para todo y € X se cumple P(zx,y)

encontrar un elemento x € X tal que para todo y € X no se cumple P(z,y)

. {Cémo demostrar una proposicién de la forma Jre X Vye X P(x,y)?

O para todo elemento x € X encontrar un y € X tal que se cumple P(z,y)

O para todo elemento x € X encontrar un y € X tal que no se cumple P(z,y)

O encontrar un elemento z € X tal que para todo y € X se cumple P(z,y)

O encontrar un elemento z € X tal que para todo y € X no se cumple P(z,y)

. {Coémo refutar una proposicién de la forma Vr e X dJye X P(x,y)?

O para todo elemento x € X encontrar un y € X tal que se cumple P(z,y)

O para todo elemento x € X encontrar un y € X tal que no se cumple P(z,y)

O encontrar un elemento z € X tal que para todo y € X se cumple P(z,y)

O encontrar un elemento z € X tal que para todo y € X no se cumple P(z,y)

O O O O

. {Cémo refutar una proposicién de la forma Jzr € X Vye X P(x,y)?

para todo elemento z € X encontrar un y € X tal que se cumple P(z,y)
para todo elemento x € X encontrar un y € X tal que no se cumple P(z,y)
encontrar un elemento x € X tal que para todo y € X se cumple P(z,y)

encontrar un elemento x € X tal que para todo y € X no se cumple P(z,y)
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

2.41. Notaciones y sus significados. Indique con flechitas las correspondencias exactas
entre las notaciones y sus significados:

[‘V’x €eX Jyex Pz y)] { para todo z € X existe un y € X J

tal que no se cumple P(zx,y)

[333 eX VYyeX P(x, y)j { existe al menos un = € X tal que para J

todo y € X no se cumple P(x,y)

E— no es cierto que existe un x € X tal que
EV:C €eX JyeX P(a:,y)}

para todo y € X se cumple P(x,y)

E— no es cierto que para todo x € X existe
[Elx eX WweX P(x,y)]

un y € X tal que se cumple P(x,y)

2.42. Indique con flechitas dos pares de proposiciones equivalentes:

[VxeX dye X P(x,y)} [EWGX Vye X P(x,y)}

Lax ceX WweX P(a;,y)} [Vm eX dyelX P(xyy)}
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)

Demostrar o refutar proposiciones de la forma Jx Vy P(x,y)

Ejemplo. Sea X — {1,2,3} y sea R = {(1,1),(1,3), (2,1),(2,2), (2,3), (3,1), (3,3)}. De-
mostrar o refutar la siguiente proposicién:

JdjeX VieX (1,7) € R.

Solucion. o
La proposicién dice que hay una columna que completamente
1 2 3 estd en R. En efecto, todas las entradas de la primera columna
1 [« » estan en R:
2 | x| x| X (,1)e R, (2,1)e R, (3,1)€R.
3| x X ., ,
También la tercera columna estéd en R. O]

2.43. Sea X = {1,2,3} ysea R ={(1,1),(1,2),(2,3),(3,1),(3,3)}. Determine si la siguiente
proposicion es verdadera o falsa:

JeX VjeX (1,7) € R.

Solucion.
1 2 3
1
2
3 0

2.44.85ea X = {1,2,3} ysea R ={(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,2),(3,3) }. Demuestre o refute
la siguiente proposicion:
JeX VjeX (1,7) € R.

Solucion.
1 2 3
1
2
3 0
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2 Cuantificadores sobre conjuntos finitos (ejemplos)
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3 Operaciones con conjuntos

3. Operaciones con conjuntos

Ejemplo: Definicion de la diferencia de conjuntos.
Sean A y B conjuntos. Entonces

A\B:={z: 1€ A AN z¢ B}
Esto significa que para todo x tenemos la siguiente equivalencia:

reA\B = reA N z¢B.

3.1. Definicién de la unién de conjuntos.
Sean A y B conjuntos. Entonces

AUB::{JC: }

3.2. Definicion de la interseccién de conjuntos.
Sean A y B conjuntos. Entonces

AﬁB::{x: }

3.3. Indique las correspondencias con flechitas:

re AUB [m pertenece a ambos conjuntos A y BJ

reANB [ZL’ pertenece al conjunto A pero no pertenece a B]

reA\B [33 pertenece por lo menos a uno de los conjuntos A y B]
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3 Operaciones con conjuntos

Diagramas de Euler-Venn

Ejemplo: Diferencia de conjuntos.
A B

A\ B consiste de todos los puntos
que pertenecen al conjunto A

y al mismo tiempo

no pertenecen al conjunto B.

3.4. Unién de conjuntos.

A B AU B consiste de todos los puntos ...

3.5. Intersecciéon de conjuntos.

A B AN B consiste de todos los puntos ...
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3 Operaciones con conjuntos

Relaciones de contencion
entre la intersecciéon, la unién y los conjuntos originales

Cémo demostrar la contencion de un conjunto en el otro. Sean A y B conjuntos. Se
dice que A estd contenido en B si cualquier elemento del conjunto A pertenece también al
conjunto B. Formalmente esto significa que para cualquier z la afirmacion x € A implica la
afirmacion xz € B.

Ejemplo. Sean A y B conjuntos arbitrarios. Demostrar que
ANBCA.

Solucion. Plan de la demostracion: considerar un elemento arbitrario del conjunto AN By
demostrar que este elemento pertenece al conjunto A.

Sear € ANB.
Por definicién de la interseccion esto significa que r € Ay x € B.
En particular, esto implica que x € A. O

3.6. En la demostracion anterior se usa la regla logica
(a AN b)) — a
Demuestre esta regla usando tablas de verdad.

Solucion.

aNb|(anb) —a

e e Rl K==l R
O~ O o
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3 Operaciones con conjuntos

3.7. Sean A y B conjuntos arbitrarios. Demuestre que
ACAUB.

Indique que regla légica se usa en la demostracién y demuéstrela con tablas de verdad.
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3 Operaciones con conjuntos

Propiedades distributivas

Igualdad de conjuntos. Dos conjuntos A y B son iguales si consisten de los mismos
elementos. Formalmente esto significa que para un x arbitrario las afirmaciones x € A y
xr € B son equivalentes.

Ejemplo (propiedad distributiva de la unién sobre la interseccién). Sean A, By C
conjuntos arbitrarios. Demostrar que

AUu(BNC)=(AUuB)N(AUCQC).
Solucion. Para un x arbitrario tenemos la siguiente cadena de equivalencias:

re AU(BNC) <= ze€A VvV (zxeBn()
< €A V (zxeB AN z€()
FUIR (zeA)V(zeB)A(zeAV(zel)
&< (r€AUB)A(x € AUC)

ze(AUB)N(AUC).

En los pasos (i) y (iv) se usa la definicién de la unién,
en los pasos (ii) y (v) se usa la definicién de la interseccion,
y en el paso (iii) se aplica la propiedad distributiva de la disyuncién sobre conjuncién:

a\/(b/\c):(avb)/\(a\/c). O]
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3 Operaciones con conjuntos

3.8. Propiedad distributiva de la interseccién sobre la union. Sean A, B y C' con-
juntos arbitrarios. Demuestre que

AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO).
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3 Operaciones con conjuntos

Propiedades distributivas y diagramas de Euler-Venn

En los siguientes ejercicios hay que sombrear los conjuntos indicados.

3.9. BNC AU(BNO)
A@B A@B
C C
3.10. AUB AuC
A@B A@B
C C
(AUB)N(AUC)
A B
C
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3 Operaciones con conjuntos

En los siguientes ejercicios hay que sombrear los conjuntos indicados.

3.11. BUC AN(BUO)
A@B A@B
C C
3.12. ANB ANC
A@B A@B
C C

(ANB)U(ANC)
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3 Operaciones con conjuntos

Criterio de que un conjunto esta contenido en el otro

Teorema. Sean A y B conjuntos arbitrarios. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(a) ACB;

(b) AN B = A4
(¢c) AUB = B;
(d) A\ B = 0.

La demostracion se divide en los siguientes ejercicios.

3.13. Sean A y B conjuntos arbitrarios tales que A C B. Demuestre que AN B = A.

3.14. Sean A y B conjuntos arbitrarios tales que A C B. Demuestre que AU B = B.

3.15. Sean A y B conjuntos arbitrarios tales que A C B. Demuestre que A\ B = ().
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3 Operaciones con conjuntos

3.16. Sean A y B conjuntos arbitrarios tales que AN B = A. Demuestre que A C B.

3.17. Sean A y B conjuntos arbitrarios tales que AU B = B. Demuestre que A C B.

3.18. Sean A y B conjuntos arbitrarios tales que A\ B = (). Demuestre que A C B.
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4 Imagenes y preimagenes de conjuntos finitos

4. Imagenes y preimagenes de conjuntos finitos

Objetivos. Conocer los conceptos de la imagen de un conjunto bajo una funcién y de la
preimagen de un conjunto bajo una funcion.

Requisitos. Concepto de la funcién, concepto del conjunto, definicién de conjuntos por
propiedades de sus elementos, légica de predicados.

Definicién de la preimagen de un conjunto bajo una funcién. Sea f: X — Y una
funcion y sea B un subconjunto de su contradominio, es decir B C Y. Entonces la preimagen
del conjunto B bajo la funcién f se define como el conjunto de todos los puntos z € X que
la funciéon f manda en B:

fB)={reX: f(x)€ B}

No confundan el concepto de la preimagen con el concepto de la funcién inversa. En la
definicion de la preimagen la funcién f es arbitraria, no necesariamente invertible.

4.1. Consideremos la funcién f: {1,2,3,4,5} — {a,b,c,d} definida mediante la siguiente
regla de correspondencia:

fW)=a,  fQ)=c¢, [B)=c¢ [A=¢ [fOB)=d

Represente f con flechitas:

1 a
2. -b
3.\.0
4 .d
5e

4.2. Calcule f7'[B], si f es la funcién del ejercicio 4.1 y B = {b, ¢, d}.

Solucion. Para cada z € X determinamos si f(z) pertenece al conjunto B o no.

f(l)=a¢ B, — 1¢ f[B]
f(2)=ceB = 2 € fB]
f3)=
f4)=
f(5) =
Respuesta: f~1[{b, ¢, d}] = {2, 1 O
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4 Imagenes y preimagenes de conjuntos finitos

Definicién de la imagen de un conjunto bajo una funcién. Sea f: X — Y una funcién
y sea A un subconjunto de su dominio, es decir A C X. Entonces la imagen del conjunto
A bajo la funcién f se define como el conjunto de todos los puntos y € Y que se pueden
obtener como iméagenes de los puntos del conjunto A bajo la funcién f:

flIAl={yeY: FxeA f(x)=y}
Notemos que la definicién de f[A] usa el cuantificador de existencia 3 y por eso no es trivial.

4.3. Se considera la funciéon f del ejercicio 4.1:

1 ca
2 *b
3o .C
4o od
5e

Calcule f[A] donde A = {1,2,3}.

Primera solucion. Para cada elemento y € Y determinamos si existe un = € A tal que

flx)=y.
para y=a encontramos x=1€ A tal que f(z)=gq; — a € f[A].
para y=0b mno hay ningin z € A tal que f(x)=10; — b ¢ flA].
para y=c
para y=d

Respuesta: f[{1,2,3}] = {a, }. O

Sequnda solucion. El conjunto f[A] estd formado por los puntos f(z), donde x € {1,2,3}.
Asi que

fIAI={f(1).f2),f )} ={a, . }.

Simplificamos la respuesta quitando las repeticiones:
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4 Imagenes y preimagenes de conjuntos finitos

4.4. La funcién f: {1,2,3,4,5} — {a,b,c,d, e} estd definida mediante la siguiente regla de
correspondencia:

Represente f con un dibujo:

1e .
2e *b
3e .C
4 °d
5e .c

4.5. Calcule f~'[{a,b,c}].

4.6. Calcule f~'[{b}].
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4 Imagenes y preimagenes de conjuntos finitos

4.7. Sea f la misma funcién que en el ejercicio 4.4:

1 .
2 *b
3 .C
4 °d
5e .e

4.8. Calcule f[{3,4,5}] con el primer método.

4.9. Calcule f[{3,4,5}] con el segundo método.

4.10. Calcule f[{3}].
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5 Propiedades de imagenes y preimagenes

5. Propiedades de imagenes y preimagenes

Objetivos. Demostrar las propiedades principales de las imagenes y preimégenes, por ejem-

plo que f[AUB] =

flAlUf(B

.

Requisitos. Definicion y ejemplos de imédgenes y preimagenes, logica de proposiciones, légica
de predicados, operaciones con conjuntos, propiedades de las operaciones con conjuntos.

Légica de proposiciones (repaso)

5.1. Simplifique: ala=

5.2. Simplifique: (aNb) A

(anc)=

5.3. Indique las implicaciones verdaderas:

M a — (a V b).
O  (a V b) — a.
O a = (@ N D).
O (a A D) = a.

Existencia, disyuncién y conjuncién (repaso)

5.4. Sean P y () predicados de una variable, es decir afirmaciones que dependen de un
parametro que denotemos por z. Indique las implicaciones verdaderas:

O 3z (Plx) A Qx))
O (3= Px) A
0 3 (P(z) v Q)

O  (3z P(x) V

5.5. Resumiendo los resultados del ejercicio anterior ponga flechitas correctas (<= o

0 <=) en lugar de 7:
(P(z) A Q(z))
(P(z) vV Q(z))

dx

dx

(Elx Qx

(Elx Q(x

—

(2))
)

(G P@) A (3 QM)
— 3 (P@) A Q)
(Bz P(x)) v (I Q).
— 3 (P@) v Q)

—

? (z P(z)) A (Fz Q(z))

? (3z P(z)) Vv (Jz Q(z))

pagina 43



5 Propiedades de imagenes y preimagenes

Imagen de un conjunto bajo una funcién,
preimagen de un conjunto bajo una funcion:
repaso de las definiciones

5.6. La funcién f: {1,2,3,4,5} — {a,b,c,d} estd definida mediante las siguientes reglas:

Represente f con flechitas:

1- o (1
2 *b
3- o C

5.7. Determine las imagenes de los conjuntos {1,3} y {2,3,4} bajo la funcién f del ejercicio
5.6:
1,3} = fl{2,3,4}] =

5.8. Encuentre las preimagenes (o sea las imdgenes inversas) de los conjuntos {b, ¢} y {a, d}
bajo la funcién f del ejercicio 5.6:

f_l[{b’ C}] = f_l[{av d}] =

Note que f~![...] es una notacién para la preimagen, no confunda con la funcién inversa. En
este ejemplo la funcién inversa a f no existe, pues f no es inyectiva ni suprayectiva.

Sean X,Y ysea f: X — Y una funcién.

5.9. Sea B C Y. ;Qué significa la condicién que z € f~1[B]?
x € fB] —

5.10. Sea A C X. ;Qué significa la condicién que y € f[A]?

y € f[A] =
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5 Propiedades de imagenes y preimagenes

Imagen y preimagen del conjunto vacio

Demostraciones con el conjunto vacio (repaso).

s ;Cémo demostrar que un conjunto A es vacio?
Hay que suponer que z € A y llegar a una contradiccién.

= ;Cémo usar una condiciéon que un conjunto B es vacio?
Si B = (), entonces para cualquier y la afirmacién y € B es falsa.

5.11. Sea f: X — Y una funcién. Demuestre que
f10] = 0.

Solucion. Razonando por contradiccién supongamos que y € f[0].

Entonces por la definicién de la imagen . ..

5.12. Sea f: X — Y una funcién. Demuestre que

FH0) = 0.
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5 Propiedades de imagenes y preimagenes

Preimagen de la union

5.13. ;Cémo demostrar la igualdad de dos conjuntos? (Repaso). Sean A; y A
subconjuntos de un conjunto X. ;Cémo demostrar que A; = As? Indique los métodos
correctos:

Demostrar que A; C Ay y Ay C A;.

[0  Demostrar que para todo x € X la afirmacién x € A; implica la afirmacién = € A,.
[0  Demostrar que para todo x € X las afirmaciones z € A; y © € A, son equivalentes.
[0  Demostrar que para cualquier z € X la afirmacién = € A; implica que = € A,,

y para cualquier x € X la afirmacién = ¢ A, implica que x ¢ A;.

0  Demostrar que para cualquier x € X la afirmacién = € A; implica que x € A,,
y para cualquier x € X la afirmacién « ¢ A; implica que x ¢ As.

5.14. Sean X,Y conjuntos, sea f: X — Y una funcion y sean By, By C Y. Demuestre que
fHBIU Bs] = fHB U f7H[By).

Solucion. Sea x un elemento arbitrario de X. Mostremos que las dos siguientes condiciones
son equivalentes:

z € [T'[B1 U By — z € fHBU By
De hecho,
= f_l[Bl U Bg] def. de la preimagen f(a:) c
def. de la unién
z € fB]U f B 0
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5 Propiedades de imagenes y preimagenes

Preimagen de la interseccion

5.15. Sean X,Y conjuntos, sea f: X — Y una funcion y sean By, Bs C Y. Demuestre que

SUBINBo] = [ BN [ Byl
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5 Propiedades de imagenes y preimagenes

Imagen de la union

5.16. Sean X, Y conjuntos, sea f: X — Y una funcién y sean A;, A, C X. Demuestre que
flA1U Ag] = flA] U f[Aq].
Solucion. Sea y un elemento arbitrario de Y. Mostremos que las condiciones
y € flA1U Ay y y € fl[A]U f[A;]

son equivalentes.

y € flA; U Ay

def. de la imagen

I <(xeA1UA2) A (f(w)zy)>

def. de la unién
dz < )

prop. distributiva:

(avb)Ac=(aNc)V(bAc) Iy ( )

Jz (P(z)VQ(x)) &

def. de la imagen ( ) \V ( )
==  yec fl[A]U[f[A)] N
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5 Propiedades de imagenes y preimagenes

Imagen de la interseccion

5.17. Recuerde la relacion légica entre las dos siguientes afirmaciones:
Jz (P(z) A Q(x)) y (Jz P(z)) A (3z Qz)).
5.18. Sean X, Y conjuntos, sea f: X — Y una funcién y sean A, A, C X. Demuestre que

flA1 N Ag] C fIA] N f[Ag].
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5 Propiedades de imagenes y preimagenes

Ejemplos cuando f[A; N As] # f[A1] N f[A2]
5.19. La funcién f: {1,2,3,4,5} — {a,b,c,d} estd definida mediante las siguientes reglas:

1e .
2 *b
3o .C
4 °d
5e

En los siguientes ejercicios se considera la funcién f del ejercicio 5.19. Se propone construir
ejemplos de conjuntos A; y As tales que f[A; N Ag] # f[A1] N f]As]. Para conocer varias
situaciones posibles se ponen condiciones adicionales que deben cumplir A; y As.

5.20. Encuentre conjuntos Ay, Ay C {1,2,3,4,5} tales que

flAIN A =0 A flA] = f[A] = fl[A] N f[As] # 0.

5.21. Encuentre conjuntos A;, Ay C {1,2,3,4,5} tales que

flAIN Al =0 A flA]# f[A] A fIAIN flA] #0.
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5 Propiedades de imagenes y preimagenes

Seguimos considerando la funcién del ejercicio 5.19 y buscando ejemplos de conjuntos A; y
Aj tales que f[A; N Ag] # f[A] N f[As].

1e o
2 °b
3o oC
4 .d
5e

5.22. Encuentre conjuntos Ay, As C {1,2,3,4,5} tales que

fIAT N Ayl # 0 N flAL N Ag] # flA] N f[A9] A flA1] # flAs].

5.23. Encuentre conjuntos Aj, Ay C {1,2,3,4,5} tales que

flAL N Ag] # 0 A flAL N Ag] # flAL] N f[A9] N flA] = f[Aq].
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5 Propiedades de imagenes y preimagenes

5.24. Dibuje la grafica de la funcién f: R — R, f(x) = 2.

Y

En los siguientes ejercicios se considera la funcién f: R — R, f(z) = 2% y se pide construir
ejemplos de conjuntos Ap, Ay tales que f[A; N As] # f[A1] N f[A2]. Para conocer varias
situaciones posibles se ponen condiciones adicionales.

5.25. Construya conjuntos A;, As C R tales que

flAIN Ag] =0 N flA] = flAs] = A N fAs] # 0.

5.26. Construya conjuntos A;, As C R tales que

flAIN Al =0 A fIA]# f[A] A fIAIN f[A] #0.
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5 Propiedades de imagenes y preimagenes

Seguimos considerando la funcién f: R — R, f(x) = 2? y construyendo ejemplos de conjun-
tos A1 y AQ tales que f[Al N AQ] 7& f[Al] N f[AQ]

Y

5.27. Construya conjuntos Ay, As C R tales que

fIAAN AL A0 A fIANA]# fIAINflA] A flA] # flA]

5.28. Construya conjuntos A;, As C R tales que

flAL N Ag] # 0 A flAL N Ag] # flAL] N f[A9] A flAL] = f[As].
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5 Propiedades de imagenes y preimagenes

Imagen de la preimagen

5.29. Sean X,Y conjuntos, sea f: X — Y una funcién y sea B C Y. Demuestre que
flf~'Bl € B.

Solucion. Sea y € f[f1[B]].

Por la definicién de la imagen, ...

5.30. Construya un ejemplo cuando f[f~*[B]] # B.
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5 Propiedades de imagenes y preimagenes

Preimagen de la imagen

5.31. Sean X, Y conjuntos, sea f: X — Y una funcién y sea A C X. Demuestre que

AC fTfIA]L

5.32. Construya un ejemplo cuando A # f~1[f[A]].
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5 Propiedades de imagenes y preimagenes
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6 Propiedades de imagenes y preimagenes, familias de conjuntos

6. Imagenes y preimagenes de uniones e intersecciones
de familias de conjuntos

Objetivos. Demostrar las formulas principales para las imagenes y preiméagenes de las unio-
nes e intersecciones de familias de conjuntos.

Requisitos. Imégenes y preimagenes de conjuntos bajo funciones, unién e interseccion de
una familia de conjuntos, propiedades de los cuantificadores.

6.1. Definicién de la unién de una familia de conjuntos. Sea (A4;);c; una familia de
conjuntos. Entonces

T € U A; —
6.2. Definicién de la interseccién de una familia de conjuntos. Sea (A4;);c; una familia
de conjuntos. Entonces

T € ﬂ A; —

6.3. Definicion de la union y de la interseccion. Indique las correspondencias con
flechitas:

[Hi cl zec Cz} x pertepece a todos = U C;
los conjuntos C;

; x pertenece por lo menos ze(C:
Viel C; : ¢
[ '€ rE J { a uno de los conjuntos C} } ﬂ
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6 Propiedades de imagenes y preimagenes, familias de conjuntos

Propiedades de las preimagenes

6.4. Definicién de la preimagen (repaso). Sean X,Y conjuntos, sea f: X — Y una
funcién y sea B C Y. Entonces

Bl ={rcX: }.

TV
?

6.5. Como construir razonamientos con preimagenes. Sean X, Y conjuntos, sea f: X —
Y una funcion y sea B C Y. Entonces para cualquier x € X tenemos la siguiente equivalen-
cia:

z € f[B] =

6.6. Preimagen de la union de una familia de conjuntos. Sean X,Y conjuntos, sea
f: X — Y una funcién y sea (B;);e; una familia de conjuntos tales que B; C Y. Demuestre

que
s

icl

F = JsrBi

iel

Solucion. Sea x un elemento arbitrario de X. Vamos a demostrar que son equivalentes las
siguientes condiciones:

rc f_1 por demostrar e U f_l[BZ]

el

s

iel

Construyamos una cadena de equivalencias usando las definiciones de la preimagen y de la
union:

por def. de la preimagen

vef!

U

i€l

por def. de la unién

por def. de la preimagen

por def. de la unién rc U f_l [BZ] ‘ =
el
6.7. Preimagen de la interseccién de una familia de conjuntos. Sean X, Y conjuntos,
sea f: X — Y una funcién y sea (B;);c; una familia de conjuntos tales que B; C Y.
Demuestre que
K

el

! :mf_l[Bi]-

el
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6 Propiedades de imagenes y preimagenes, familias de conjuntos

Propiedades de las imagenes

6.8. Definicién de la imagen (repaso). Sean X, Y conjuntos, sea f: X — Y una funcién
y sea A C X. Entonces

flAl={yeY: ).

~
?

Repasemos algunas propiedades de los cuantificadores.

6.9. Propiedad conmutativa de los cuantificadores existenciales. Sea P un predicado
de dos variables que vamos a denotar por a y by que pertenecen a algunos conjuntos A
y B respectivamente. Establezca una relacién légica (=, <=, <=) entre las siguientes
afirmaciones:

JdJae A JbeB P(a,b) dbeB JacA P(ab).
——

Y
6.10. Intercambio del cuantificador existencial con el universal. Sea P un predicado
de dos variables que vamos a denotar por a y by que pertenecen a algunos conjuntos A
y B respectivamente. Establezca una relaciéon légica (=, <=, <=) entre las siguientes
afirmaciones:

dJoe A Vbe B Pla,b) Voe B Jac A P(a,b).
——

Y
6.11. Propiedad de absorcion del cuantificador universal. Sea P un predicado de una
variable que vamos a denotar por a y que pertenece a un conjunto A, y sea () una afirmacion
(no dependiente de a). Establezca una relacién logica (=, <=, <=) entre las siguientes
afirmaciones:

(Va €A P(a)) AN Q Vaec A (P(a) A Q).
‘?
6.12. Propiedad de absorcion del cuantificador existencial. Sea P un predicado de
una variable que vamos a denotar por a y que pertenece a un conjunto A, y sea () una
afirmacion (no dependiente de a). Establezca una relacion légica (=, <=, <=) entre las
siguientes afirmaciones:

(HaeA P(a)) AN Q dac A (P(a) A Q).

———

?
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6 Propiedades de imagenes y preimagenes, familias de conjuntos

6.13. Imagen de la unién de una familia de conjuntos. Sean X,Y conjuntos, sea
f: X = Y una funcién y sea (A;);c; una familia de conjuntos tales que A; C X. Demuestre

que
U4 | =4

el iel

f

Solucion. Sea y un elemento arbitrario de Y. Vamos a demostrar que son equivalentes las
siguientes condiciones:

U

el

yef

por demostrar e U f[Az]

Construyamos una cadena de equivalencias usando las definiciones de la preimagen y de la
union:

def. de la i
yef UAi L e dJre X <x€UAz' A )
icl i€l
def. de 1 i6 .
por def. de la unién Jr e X ((EIZ cl ) A )
por la propi.e,dad
de absorcién e X Jiel ( A )
intercabio de 3 con 3 el TJreX ( A )
Lpor def. de la imagen = y €
por def. de la unién
y € [J f14i
i€l
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6.14. Imagen de la interseccion de una familia de conjuntos. Sean XY conjuntos, sea
f: X = Y una funcién y sea (A;);c; una familia de conjuntos tales que A; C X. Demuestre

que
A

el

f Qﬂf[Ai]-

i€l
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6 Propiedades de imagenes y preimagenes, familias de conjuntos

Ejemplos cuando la imagen de la interseccion
no coincide con la interseccién de las imagenes

6.15. Ejemplo con la funcién sen. Se considera la funcién f: R — R, f(z) = sen(z) para
todo x € R. Construya una sucesién de conjuntos Ay, C R, k € {0,1,2,...}, tal que

N
k=0

Solucion. Dibujamos la gréfica de la funcién. Hay muchisimas maneras de elegir los conjuntos
Ay que cumplan con la condicién requerida. Por ejemplo:

Y

S

# (1) FlAx).

3 T
s 2 2%/\371‘ 2 47r/\57r
X

0 3 A A T A,

[ME]

Es decir, pongamos

A0:|:g,ﬂ'i|, A1:[27r—|—g,27r+7r}, AQZ[ ,

La férmula general para los conjuntos Ay:
Ak:[ ] ke{0,1,2,...).

En cada uno de los intervalos Ay la funcién sen decrece y toma valores de 1 a 0, asi que

f[Ak] = [07 1]'
Por lo tanto,
() F1A] = [0,1]

Por otro lado, los intervalos A, son ajenos y su interseccion es

M-
k=0

Por consecuencia, la imagen de la interseccién también es

FIN) A = O
k=0
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6.16. Ejemplo con la funcién cos. Se considera la funcién f: R — R, f(x) = cos(x).
Construya una sucesién de conjuntos Ay, k € {0,1,2,...}, tal que

i
k=0

f

# (1) FlAx).
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6.17. Ejemplo con una funcién constante. Se considera la funcién f: R - R, f(z) =7
para todo x € R. Construya una sucesién de conjuntos Ay, k € {0,1,2,...}, tal que

i
k=0

f

# () fTAL].
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