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Objetivos

= Dado un espacio normado V', repasar la definiciéon del espacio dual V*.

» Demostrar que para 1 < p < +oo, (/F)* = 4.

» Demostrar que (cp)* = ¢%.
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Prerrequisitos

= Funcionales lineales acotados y sus normas.

= La definicién del espacio dual de un espacio normado.

= El concepto de isomorfismo isométrico entre espacios normados.
= La desigualdad de Holder.

s Los espacios 7, 1 < p < +o0.

= Los espacios ¢ y ¢g.
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Criterio de continuidad de un funcional line

Sea V un espacios normado complejo y sea f: V' — C un funcional lineal.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) fes acotado: IC >0 VeV |f(x)| <C|z|v.

(b) f es Lipschitz continuo.
(c) f es uniformemente continuo.
(d
(e
f) sup{|f(z)|: =ze€V, |z|v <1} <+oco.

f es continuo.

f es continuo en el punto Oy .

)
)
)
)
)
)

(g) f[Bv] es un conjunto acotado en C.
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Sea V un espacio normado complejo y sea f: V — C un funcional lineal.

_ |f ()]

Ni(f) = sap |f(z)], No(f)= sup [f(z)|, Ns(f):= sup :
eV eV eV H$||V
[l(lv <1 [lllv=1 z#0y

Ny(f) =inf{C € [0,+o0]: VeV |f(z)| <C|z|v}.

Entonces Ni(f) = Na(f) = N3(f) = Na(f).

Maés atin, el infimo en la definicién de Ny(f) se alcanza, esto es,

Ve eV |f(@)| < Na(f)l|zlv-
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Funcionales lineales acotados (repaso)

Sea V' un espacio normado complejo.
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Funcionales lineales acotados (repaso)

Sea V' un espacio normado complejo.

Un funcional lineal f: V — C se llama acotado , si existe C' > 0 tal que

VeeV  [f(x)] < Cllzllv.
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Funcionales lineales acotados (repaso)

Sea V' un espacio normado complejo.

Un funcional lineal f: V — C se llama acotado , si existe C' > 0 tal que

VeeV  [f(x)] < Cllzllv.

La norma de un funcional lineal acotado f se define como

IfIl:="sup [f(x)].
\%

xX
llzllv <1

Otra notacion: || fllv-c, [[fllcev, [1fllv-
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Funcionales lineales acotados (repaso)

Sea V' un espacio normado complejo.

Un funcional lineal f: V — C se llama acotado , si existe C' > 0 tal que

VeeV  [f(x)] < Cllzllv.

La norma de un funcional lineal acotado f se define como

IfIl:="sup [f(x)].
\%

xX
llzllv <1

Otra notacion: || fllv-c, [[fllcev, [1fllv-

Si f es acotado, entonces VeeV lf@)] < £l llz]lv-
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Una receta para acotar || f|| por arriba

Sea V' un espacio normado complejo.
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Una receta para acotar || f|| por arriba

Sea V' un espacio normado complejo.

Proposiciéon

Sea f: V — C un funcional lineal. Supongamos que C' > 0 y

veeV  [f(@)] <Cllzllv.

Entonces f e V*y ||f|| < C.




Introduccién (P)* = ¢4, 1 < p < e (co)* = 21
0000000 e0000 0000000000000 0 00000000

Una receta para acotar || f|| por abajo

Proposicion

Sea f € V*. Supongamos que y € V' \ {0y }. Pongamos

p- Wl
lyllv

Entonces ||f|| > D.
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El espacio dual de un espacio normado (repaso)

Sea V' un espacio normado complejo.

V* = B(V,C).
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El espacio dual de un espacio normado (repaso)

Sea V' un espacio normado complejo.
V* = B(V,C).

Algunos autores prefieren la notacién V.
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El espacio dual de un espacio normado (repaso)

Sea V' un espacio normado complejo.
V* = B(V,C).

Algunos autores prefieren la notacién V.

Operaciones lineales en V*:

(f+9)(@):=f(z)+g(x),  (A)@):=Af(z) (zeV).
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El espacio dual de un espacio normado (repaso

Sea V' un espacio normado complejo.
V*=B(V,C).

Algunos autores prefieren la notacién V.

Operaciones lineales en V*:

(f+9)(x) = f(@) +g(x),  A)x)=Aflz) (xeV).

Sea V' un espacio normado real o complejo. Entonces V* es de Banach.
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Espacios normados isométricamente isomorfos

Sean V7, V5 espacios normados complejos.
Decimos que Vi y Vo son isométricamente isomorfos y escribimos V; =2 V5,

si existe un isomorfismo isométrico T: V7 — V5.
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Espacios normados isométricamente isomorfos

Sean V7, V5 espacios normados complejos.
Decimos que Vi y Vo son isométricamente isomorfos y escribimos V; =2 V5,

si existe un isomorfismo isométrico T: V7 — V5.

Ejercicio. Sean V;, V5 espacios normados complejos isométricamente isomorfos.
1, V2
Demostrar que V;* Vof son isométricamente isomorfos.
1 2

Sugerencia. Si T': Vi — V5 es un isomorfismo isométrico, definimos U: V5" — V¥,

U f)(x) = f(T(x)).

Demostrar que U es un isomorfismo isométrico.
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Un recordatorio sobre series: convergencia y CONverge

Sea a € CN. Se dice que 322, ap converge y la suma de la serie es u, si
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Un recordatorio sobre series: convergencia y CONverge

Sea a € CN. Se dice que 322, ap converge y la suma de la serie es u, si

oo
Sea a € CN tal que converge Z |ak|.
k=1
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Un recordatorio sobre series: convergencia y COnvergei

Sea a € CN. Se dice que 322, ap converge y la suma de la serie es u, si

n
lim ap —u| =
A Dk —u
k=1
oo oo
Sea a € CN tal que converge Z |ag|. Entonces también converge Z ag, y
k=1 k=1

o
> a
k=1

xD
< Z |lag|.
k=1
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Un recordatorio sobre series: propiedades lineales

Sean a,b € CN, X\ € C.
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Un recordatorio sobre series: propiedades lineales

Sean a,b € CN, X\ € C. Supongamos que convergen las series

[e%e) )
Z ag, Z bk.
k=1 k=1
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Un recordatorio sobre series: propiedades lineales

Sean a,b € CN, X\ € C. Supongamos que convergen las series
(o ¢] o0
Dok D b
k=1 k=1

Entonces convergen las series

[e.e]
Z ay + br), Z (Aag).
k=1
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Un recordatorio sobre series: propiedades lineales

Sean a,b € CN, X\ € C. Supongamos que convergen las series
(o ¢] o0
Dok D b
k=1 k=1

Entonces convergen las series

[e.e] o0
Z ay + br), Z (Aag).
k=1 k=1

Miés atn,

Zak+bk Zak-FZbk, Zx\ak —)\Zak
k=1 k=1
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Plan

©Q () =1,1<p<+o0
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En esta seccién suponemos que 1 < p < +o0.

Denotemos por g al exponente complementario de p:

1,1 _
Entonces > + = 1.
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En esta seccién suponemos que 1 < p < +o0.

Denotemos por g al exponente complementario de p:

1,1 _
Entonces > + = 1.

Vamos a demostrar que (¢7)* es isométricamente isomorfo a 9.
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Sean = € /P, a € ¢4. Entonces, por la desigualdad de Holder,

[e.9]

> lanzx| < llallg ]l
k=1
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Sean = € /P, a € ¢4. Entonces, por la desigualdad de Holder,

[e.9]

> lanzx| < llallg ]l
k=1

Por consecuencia, la serie Yy arpz) converge en C.
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Sean = € /P, a € ¢4. Entonces, por la desigualdad de Holder,

e}

> lawar] < llallg ]lp-

k=1

Por consecuencia, la serie Yy arpz) converge en C.

Definicion del funcional ¢,

Sea a € ¢9. Definimos ¢, : /# — C,

o
wa(z) = Z apT.
k=1
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Sean = € /P, a € ¢4. Entonces, por la desigualdad de Holder,

e}

> lawar] < llallg ]lp-

k=1

Por consecuencia, la serie Yy arpz) converge en C.

Definicion del funcional ¢,

Sea a € ¢9. Definimos ¢, : /# — C,
wa(z) = Z apTh-
k=1

Por la desigualdad de Hoélder, ¢, € ()" v [lpall < |lallq-
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Ejercicio: verificar la linealidad de ¢,

(e.¢]
Pa(T) = Z Ok Tk-
k=1
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Ejercicio: verificar la linealidad de ¢,

e}
valz) = Z axTg.
k=1

Ejercicio. Sean a € /4, z,y € (P, A € C. Demostrar que

a(T+Y) = @) + 0a(y),  Pa(AT) = X pa(2).
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El signo de un ntimero complejo (repaso)

Para cada z en C,
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El signo de un ntimero complejo (repaso)

Para cada z en C,

, 2 #0;
sgn(z) = E
0, z=0
Sir >0, ¥ € R, entonces
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El signo de un ntimero complejo (repaso)

Para cada z en C,

, 2 #0;
sgn(z) = E
0, z=0
Sir >0, ¥ € R, entonces

Para cada z en C,
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Formula para la norma de ¢,

Sea a € £9. Entonces ¢, € (P)* y ||@all = ||allq-




Introduccién (eP)* >~ ¢4, 1 < p < +oo (co)* =2 ¢t
000000000000 000000800000 00 00000000

Demostracién de la desigualdad |[e@q|| < |lall;

Para cada = en /P, por la desigualdad de Holder,

|pa ()]
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Demostracién de la desigualdad |[e@q|| < |lall;

Para cada = en /P, por la desigualdad de Holder,

|pa ()] =
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Demostracién de la desigualdad |[e@q|| < |lall;

Para cada = en /P, por la desigualdad de Holder,

o0
Z arpT
k=1

|pa ()] =
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Demostracién de la desigualdad |[e@q|| < |lall;

Para cada = en /P, por la desigualdad de Holder,

o0
Z arpT
k=1

|pa ()] = <
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Demostracién de la desigualdad |[e@q|| < |lall;

Para cada = en /P, por la desigualdad de Holder,

(o] [o¢]
[ea(@)] = | > arar| < Y lag| |2k
k=1 k=1
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Demostracién de la desigualdad |[e@q|| < |lall;

Para cada = en /P, por la desigualdad de Holder,

o0
Z arpT
k=1

|pa ()] =

[o¢]
<> ag || <
k=1
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Demostracién de la desigualdad |[e@q|| < |lall;

Para cada = en /P, por la desigualdad de Holder,

o0
Z arpT
k=1

|pa ()] =

[e.o]
< > law] |2kl < Nallg llzlp-
k=1
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Demostracion de la desigualdad |[@q]| < |lallq

Para cada = en /P, por la desigualdad de Holder,

o0
Z arpT
k=1

|pa ()] =

[e.o]
< > law] |2kl < Nallg llzlp-
k=1

Por lo tanto, [[¢al < [lallg-
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Demostracién de la desigualdad |[@q|| = |lall;

Supongamos que a # Oy. Definimos y € CV,

yi = sgn(ag) ]aqu_l.
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Demostracién de la desigualdad |[@q|| = |lall;

Supongamos que a # Oy. Definimos y € CV,
yr = sgn(ay) lag |7

Ejercicio: verificar que

lyllp = llalli™,  paly) = lallf.
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Demostracion de la desigualdad |[@q]| = llallq

Supongamos que a # Oy. Definimos y € CV,
yr = sgn(ag) Jag|97 L.
Ejercicio: verificar que

lyllp = llalli™,  paly) = lallf.

Concluir que
|pa(y)|
P
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Linealidad respecto al parametro a

o0
Pa(x) = Z QT
k=1
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Linealidad respecto al parametro a

o0
Pa(x) = Z QT
k=1

Ejercicio. Sean a,b € ¢4, A € C.

Demostrar que para cada = en £P,

Parp(z) = wa(x) + (),  Vral) = Apa(®).



Introduccién (eP)* >~ ¢4, 1 < p < +oo (co)* =2 ¢t
000000000000 000000000e0000 00000000

Idea: ;cémo recuperar a a partir de los valores de @y ¢

oo
Yq(x) = Z axxg-
k=1
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Idea: ;cémo recuperar a a partir de los valores de @y ¢

oo
Yq(x) = Z axxg-
k=1

ak:goa<???).
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Idea: ;cémo recuperar a a partir de los valores de @y ¢

oo
Yq(x) = Z apTh.
k=1
ar = ¥a ( 777 ) :

ar = palex).
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Los funcionales lineales acotados

se recuperan por sus valores en una base de Schauder
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Los funcionales lineales acotados

se recuperan por sus valores en una base de Schauder

Ejercicio. Sea V' un espacio normado complejo y sea f € V*.

Sea (bg)ren una base de Schauder de V. Supongamos que x € V,

(o)
T = Z aibg.
k=1

Demostrar que
fl@) =" arf(br).
k=1

m
Indicacion: considerar s, := Z by
k=1
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Proposicion

Sea f € (¢P)*. Definimos a € CY, a; := f(e;) . Entonces a € 4y f = .

Idea de demostracion.

m m
Am =2 larl’,  ym =D _sgn(ay) |ag|* " e;.
k=1 J=1

Entonces f(ym) = Am, |Ymll) = Am,

Am = Flym) = )] < I lymllp < 11 ARP-

Esto implica que A},{q < || f]| para cada m. Luego a € ¢1.
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Definimos ®: ¢4 — (¢P)*,

esto es,
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Definimos ®: ¢4 — (¢P)*,

esto es,

Proposicién

® es un isomorfismo isométrico de espacios de Banach.
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Definimos ®: ¢4 — (¢P)*,

esto es,

Proposicién

® es un isomorfismo isométrico de espacios de Banach.

Hemos demostrado que la definicién de ® es consistente,



(£P)* =9, 1< p < +oo
000000000000 80

Definimos ®: ¢4 — (¢P)*,

esto es,

Proposicién

® es un isomorfismo isométrico de espacios de Banach.

Hemos demostrado que la definicién de ® es consistente,

que la funcién @ es isométrica,
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Definimos ®: ¢4 — (¢P)*,

esto es,

Proposicién

® es un isomorfismo isométrico de espacios de Banach.

Hemos demostrado que la definicién de ® es consistente,
que la funcién @ es isométrica,

que ®(a +b) = ®(a) + ®(b), P(Aa) = AP(a),
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Definimos ®: ¢4 — (¢P)*,

esto es,

Proposicién

® es un isomorfismo isométrico de espacios de Banach.

Hemos demostrado que la definicién de ® es consistente,
que la funcién @ es isométrica,
que ®(a+b) = ®(a) + ®(b), P(Aa) = AP(a),

y que ¢ es suprayectiva.
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Ejercicio. Demostrar que (£!)* es isométricamente isomorfo a £°°.

o)
walz) = Z axTg.
k=1

En particular, hay que demostrar lo siguiente:
» Sia € (>, entonces ||¢q| = ||al|oo-

= Si f € ()" ya=(f(ej))jen, entonces [l = ||£]
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Plan




(o)™ = ¢t
00000000

Proposiciéon

Sea a € ¢*. Definimos ¢, : cg — C,
(0.0
wa(z) = Z apT.
k=1

Entonces ¢, € (¢0)* v ||all = |lz||1-



(o)™ = ¢t
00000000

Proposiciéon

Sea a € ¢*. Definimos ¢, : cg — C,
(0.0
wa(z) = Z apT.
k=1

Entonces ¢, € (¢0)* v ||all = |lz||1-

Sugerencia para demostrar que ||pq|| > ||a||1-

m

ym = > _sgn(a;)e; = (sgn(a1),...,sgn(am),0,0,...).
j=1

Calcular |¢q(ym)|. Suponiendo a # Oy, calcular ||ym||eo para m grande.



(co)* = 0t
00000000

Sea f € (cp)*. Pongamos a = (f(ej))je

N* Entonces

QGZI(N)a f = ¢a-




(co)* = 0t
00000000

Sea f € (co)*. Pongamos a := (f(e;)). . Entonces

aefl(N), f = va-

Sugerencia.

m m
A =Y Jaxl, ym = »_sgn(a;)e; = (sgn(a1),...,sgn(am),0,0,...).
k=1 j=1



(co)* = 0t
00000000

Definimos ®: ¢ — (co)*,

o
D(a) = pq, esto es, O(a)(x) = Z apxy.
k=1

® es un isomorfismo isométrico.

Ejercicio. Completar todos los detalles de demostracién.
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El espacio ¢y no es reflexivo

Hemos mostrado (tomando en cuenta los ejercicios) que

(CO)* ~ gl’

pero
(£ = e

El espacio bidual (cp)** no es isométricamente isomorfo a cg.
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Ejemplo de funcional lineal acotado

que no alcanza su norma en la esfera unitaria

Ejercicio. Definimos f: ¢yg — C,

?rlw

Encontrar a € ¢! tal que f(z) = Y32, axr), para cada z en co.
Demostrar que || f|| = 1.

Mostrar que si z € ¢g \ {On}, entonces existe k en N tal que |z| < ||z co-

- W D=

Demostrar que si x € ¢ \ {On}, entonces |f(x)| < ||| oo-

5. Por los incisos anteriores, sup |F(z)]
”Iﬁ%l [[2]lo
x||l=

=1, pero el supremo no se alcanza.
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El dual del espacio de sucesiones convergentes

Recordamos que
c::{xE(CN dL e C lim xk:L}.

k—o0

El espacio ¢ se considera con la norma inducida de £°°.
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El dual del espacio de sucesiones convergentes

Recordamos que
c::{xE(CN JLeC lim xk:L}.

k—o0

El espacio ¢ se considera con la norma inducida de £°°.

Ejercicio. Demostrar que c¢* =2 ¢!,

o0
®(a)(x) = a; < lim ajk> + Z k41T
k—o0 i—1



Introduccién (eP)* >~ 49,1 < p < +oo (co)* = o1
000000000000 0000000000000 0 00000000

Sobre el dual de ¢*°

Para cada a en ¢!, podemos definir ¢, € (£>°)*,

[e.e]
Ya(x) = Z ApTf-
k=1
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£

Sobre el dual de

Para cada a en ¢!, podemos definir ¢, € (£>°)*,
(o)
valz) = Z apTh-
k=1

Usando el teorema de Hahn—Banach, es posible demostrar que no todos los

elementos de (¢°°)* son de esta forma.
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Sobre el dual de £*

Para cada a en ¢!, podemos definir ¢, € (£>°)*,
(o)
valz) = Z apTh-
k=1

Usando el teorema de Hahn—Banach, es posible demostrar que no todos los

elementos de (¢°°)* son de esta forma.

Més atin, es posible demostrar que (£°°)* no es isométricamente isomorfo a £*.
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