Teorema de convergencia dominada de Lebesgue

Objetivos. Demostrar el teorema de convergencia dominada.

Requisitos. Integral de Lebesgue de funciones complejas, lema de Fatou, limite inferior
y limite superior de una sucesion.

1 Nota. Ya sabemos que la convergencia puntual f, — ¢ no garantiza que [ f, — [g¢
(jrecuerde algin contraejemplo!). El siguiente teorema dice que bajo cierta condicién
adicional la convergencia puntual implica la convergencia de las integrales. A saber, el
teorema pide que las funciones f,, sean dominadas por alguna funcion integrable.

2 Teorema (teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea (X, JF, 1) un espacio
de medida y sea una (fn)nen una sucesion en M(X,F,C) tal que:

(i) fn converge puntualmente a una funcion g: X — C.
(ii) Eziste una funcion h € LY(X, p, [0, +00]) tal que | f,.(z)| < h(zx) para cada x en X.
Entonces f, € LY X, u,C) para cadan en N, g € L1(X, u, C),

tim [ 12—l du=0 1)
X
Y
im [ fodp= [ gdn 2)
n—oo
X X

Repaso de las herramientas que usaremos en la demostracion

3 Teorema (lema de Fatou, repaso). Sea (X,F, 1) un espacio de medida y sea (fy)nen
una sucesion en M(X, F, [0, +o0]). Entonces,

/ <1iminf fn> du < lim inf / fxm
n—oo n—oo
X

X

4 Proposicién (dos propiedades elementales del limite inferior, repaso). Sea (a,)nen una
sucesion de numeros reales y sea b € R. Entonces,

liminf(—a,) = —limsup a,, liminf(b+ a,) = b+ liminf a,.

5 Teorema (acotacién del valor absoluto de la integral por la integral del valor absoluto,
repaso). Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea f € LY (X, u, C). Entonces,

[ tanl < [1f1an
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Demostracién del teorema de la convergencia dominada

Demostracion. Idea principal: aplicar el Lema de Fatou a la sucesién 2h — |f,, — ¢

1. Por la segunda suposicion del teorema, para cada punto x en X y cada indice n en N
es valida la desigualdad |f,(z)| < h(z). Pasando al limite cuando n — oo, obtenemos la
desigualdad |g(z)| < h(z). Luego

|fo— gl < |fal + 19| < 2h.

En particular, de estas desigualdades se sigue que

fnaga |fn - g| € LI(X,,M,C)

2. La sucesién de funciones 2h — |f,, — g| es positiva. Apliquemos el lema de Fatou a esta
sucesion, luego utilicemos propiedades del limite inferior:

2hdp = liminf (2h — |f, — ¢g]) ) dp <liminf [ (2h —|f, — g]) du
Jan= [ i ) <t [

X X

/2hdu—hmsup/|fn gl dp.

n—00
X

Notemos que la integral [ « 2hdp es finita. La restamos de ambos lados de la desigualdad:

limsup/ | fo —gldp <0.

n—oo

Como la sucesion de estas integrales es no negativa, su limite inferior es > 0. Por lo tanto,
limsup = liminf = 0, y obtenemos (1):

lim /\fn—g]d,u—o.
n—oo
b

3. Sabemos que el valor absoluto de la integral de una funcién integrable es menor o igual
a la integral del valor absoluto de la funcién. Aplicamos este resultado a la funcién f, —

/(fn—g)du Sx/lfn—gldu,

X

X/fndu—x/gdu SX/Ifn—gldu-

La sucesién de integrales en el lado derecho tiende a 0. Por lo tanto, la sucesion en el lado
izquierdo también tiende a 0. Pero esto significa que se cumple (2). ]

O sea
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Ejemplos

Sugerencia: para resolver los siguientes ejercicios, calcule la funcién v,
U(x) = sup | fu(z)].
neN

6 Ejemplo. Sea X = R, sea y la medida de Lebesgue y sean f,, = X[nn+1)- Explique por
qué no se puede aplicar el teorema de la convergencia dominada.

7 Ejemplo. Sea X = (0,1], sea u la medida de Lebesgue en (0,1] y sean f,, == nx(0,1/n]-
Explique por qué no se puede aplicar el teorema de la convergencia dominada.

Corolarios y analogos

8 Corolario (teorema de la convergencia uniformemente acotada). Sea (X, F, ) un espa-
cio de medida finita, sea (fn)neny € M(X,F, C)N una sucesion de funciones puntualmente
convergente a una funcion g: X — C y sea C > 0 tal que |f,(z)| < C para cada x en X
y cada n en C. Entonces, f, € LY X,F, u,C) para cadan en N, g € LY X, F, u,C), y

lim [ f,du= /gd,u.
n—oo
X X

9 Corolario (teorema de la convergencia uniforme). Sea (X, F, p) un espacio de medida
finita y sea (fr)nen € M(X, F, C)N una sucesion de funciones uniformemente convergente
a una funcion integrable g € LY(X, F, u, C), esto es,

fa==g A /|g|dp,<+oo.
X

Entonces,

lim [ f,du= /gd,u.
n—oo

X X
10 Ejercicio. Muestre con un ejemplo que la condiciéon “u(X) < +00” en el teorema
anterior no se puede omitir.

11 Ejercicio. Deduzca el teorema de la convergencia decreciente del teorema de la con-
vergencia dominada.

12 Ejercicio (un andlogo del teorema de la convergencia dominada). Sea (f,,)neny una

sucesion de funciones integrables tal que f, pretp 9y [x|falde = [|g|dp. Demuestre
que

/\fn—g!du—>0-
X

Sugerencia: revise la demostracién del TCD y aplique el lema de Fatou a otra sucesion de
funciones.
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