Descomposicion de operadores lineales acotados
en un espacio de Hilbert
descompuesto en una suma ortogonal

Objetivos. Dado un espacio de Hilbert descompuesto en una suma ortogonal, H =
S1 @ Ss, descomponer cada operador A € B(H) en una matriz 2 X 2.

Prerrequisitos. La proyecciéon ortogonal asociada a un subespacio cerrado.
Aplicaciones. Subespacios invariantes y reducientes de un operador.

1 Repaso (la descomposicién del espacio de Hilbert en una suma ortogonal). Sea H un
espacio de Hilbert y sea S; un subespacio cerrado de H. Pongamos S, = Si. Por el
teorema sobre la descomposicién ortogonal de un espacio de Hilbert, para cada vector v
en H existe un tnico vector u en S; tal que v —u € S5. En el lenguaje de operaciones con
conjuntos, esto significa que

H=5 +5,, SlﬂSQZ{OH}.

El operador Ps,: H — H esta definido mediante la regla Ps,v := u, donde v € S y
v—u € S,. Es facil de ver que

Ps,=1—PFs,, estoes, Ps + Pg,=1.
Los operadores Ps, v Ps, tienen las siguientes propiedades:
Yve H Ps,v € S, v — Pg,v € Sy,
ker(Ps,) = im(Ps,) = So, ker(Ps,) = im(Ps,) = 5.

2 Repaso. Si 57,55 son subespacios cerrados de H tales que H = S; + S y S L Sy,

entonces se escribe
H=5 &5,

En esta situacién, necesariamente se tiene que Sy = Si.

3 Observacién. Si H = S; & 95, entonces podemos formar el producto directo S; X Sa
y definir U: S; x Sy — H mediante la regla

Uz,y) =z +y.

Es facil de ver que U es un isomorfismo isométrico de espacios de Hilbert. Por lo tanto, la
suma de la forma x + y, con x € Sy, y € S, se puede tratar como el par ordenado (x,y).
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4 Proposicién. Sea H = S; & Sy y sea A € B(H). Para cada j,k en {1,2}, definimos
T;k: Sk — S; mediante la siguiente regla:

T r = P, Ax (x € Sk).
Entonces, se tienen las siguientes propiedades.
1. Para cada j,k en {1,2}, T;r € B(S;,Sk) v [Tkl < |A]-
2. Par cada v en H, poniendo
u = Pg,v, w = Ps,v, (1)

obtenemos que
AU = (Tmu + TLQU}) + (TQJU + me) .
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Demostracion. 1. Ejercicio.

2. Sea v € H. Definimos u y w como en (1). Entonces, v = u + w. Ademéds,

Av = (Ps, + Ps,)A(u + w) = Ps, Au + Ps, Aw + Ps, Au + Ps, Aw
=T u+Tiow+ Ty 1u + T w. O

5 Observacién. Identificando la suma u + w con el par ordenado (u,w), como en la
Observacién 3, podemos escribir el resultado de la Proposicién 4 en la siguiente forma:

Ay — T1,1 T1,2 U
T2,1 T2,2 w|

En otras palabras, hemos descompuesto el operador A en una matriz 2 x 2, cuyos elementos
son operadores.
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