Criterio de espacio métrico totalmente acotado
en términos de sucesiones de Cauchy

Objetivos. Demostrar el criterio de espacios métricos totalmente acotados en términos
de sucesiones de Cauchy.

Prerrequisitos. Espacio métrico totalmente acotado, sucesion de Cauchy, sucesién her-
mitana, criterio de espacio métrico no totalmente acotado en términos de sucesiones her-
mitanas.

1 Observaciéon. Recordar el concepto de sucesiones hermitanas y el criterio de espacio
métrico no totalmente acotado en términos de sucesiones hermitanas.

2 Ejercicio. Mostrar que si una sucesion es hermitana, entonces no tiene subsucesiones
de Cauchy.

3 Teorema (criterio de espacio métrico totalmente acotado en términos de sucesiones de
Cauchy). Un espacio métrico (X,d) es totalmente acotado si, y solo si, cada sucesion en
X contiene una subsucesion de Cauchy.

Demostracion. =. Sea (X, d) totalmente acotado y sea x = (x,),eny una sucesién en X.
Para cada Y C X pongamos

Jy = [Y], esto es, Jy = {n eN: z, € Y}.

Vamos a construir por induccién una sucesién decreciente (Ag)ren de subconjuntos de X
con las siguientes propiedades:

» (Ap)ken es decreciente,
» diam(A) < 277! para cada k en N,
» J4, es infinito para cada k en N.

En el paso 1 encontramos una cubierta finita C; de X tal que diam(Y") < 1/22 para cada
Y en C;. Notamos que

U Jy = U Y] =271

YeC; YeC;

UY|=+"X]=N

YeC;
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Como C; es finito, no es posible que todos los elementos de la familia (Jy )yec, sean finitos.
Elejimos A; en C; tal que Jy, sea infinito.

En el k-ésimo paso, con k > 2, encontramos una cubierta finita Cy del conjunto A;_; tal
que diam(Y) < 275! para cada Y en C;. Notamos que

U Jy = U x_l[Y]:x_l U Y

YeCy YeCy, YeCy

2 fL‘_l[Ak_l] = JAk—l'

Como Jy, , es infinito y Cj, es finito, no es posible que todos los elementos de la familia
(Jy)yec, sean finitos. Elegimos Ay € Cy, tal que Jy, sea infinito.

Por el principio de induccion, la sucesion (Ag)ren esta bien definida con estas reglas.

Ahora vamos a construir por induccién una sucesién v: N — N. Elejimos (1) en N tal que
v(1) € Ja,. Lo tltimo significa que z,1) € A;. En el k-ésimo paso (k > 2) elegimos v(k)
en N tal que v(k) > v(k —1) y v(k) € Ja,, esto es, z,4) € Aj. Entonces la sucesion v es
estrictamente creciente y la sucesién xov es de Cauchy. En efecto, como x,(x), Ty (k+1) € Ak,
obtenemos d(Z, k), Ty(ri1)) < 27771

<. Supongamos que X no es totalmente acotado. Entonces, en X existe una sucesioén
hermitana, es decir, existen € > 0 y una sucesion (ax)ren con valores en X tal que para
cada j # k se cumple d(a;,ar) > . Es facil ver que en la sucesién (ay)ken no existe
subsucesion de Cauchy. m
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