Criterio de espacios métricos no totalmente acotados
en términos de sucesiones hermitanas

Objetivos. Demostrar el criterio de espacios métricos no totalmente acotados en términos
de sucesiones hermitanas.

Prerrequisitos. Espacio métrico totalmente acotado, subespacio de un espacio métrico
totalmente acotado, sucesion de Cauchy.

1 Definicién. Sea (X, d) un espacio métrico y sea s € X™. Decimos que s es hermitana
si existe n > 0 tal que

Vi ke N (j;ék — d(sj,sk)Zn).

2 Teorema (criterio de espacio métrico no totalmente acotado, en términos de sucesio-
nes hermiténas). Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) (X,d) no es totalmente acotado;

(b) existe una sucesion hermitania en (X, d), es decir, existe una sucesion s € X y un
numero n > 0 tales que

Vi ke N (j#k — d(sj,sk)2n>.

(c) existen un subconjunto infinito M de X y unn > 0 tales que

Vee M Yye M\{z} d(z,y)>n.

Demostracion. Supongamos (a) y demostremos (b). Como X no es acotado, existe n > 0
tal que en X no hay n-red finita. Elegimos s; € X. Como {s;} no es n-red para X,
existe sy en X tal que d(sq,$2) > €. En el k-ésimo paso, encontramos s, en X tal que
d(sk,s;) > ¢ para cada j < k.

Supongamos (b) y demostremos (c). Pongamos M = s[N], esto es, M = {sy: k € N}.
Entonces  y M tienen las propiedades requeridas.

Supongamos (c¢) y demostremos (a). Sean 1 y M como en la condicién (c). Demostremos
que X no es totalmente acotado. Razonando por reduccion al absurdo, supongamos que
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X es totalmente acotado. Entonces su subespacio M también es totalmente acotado. Sea
A un subconjunto finito de M tal que para cada x en M se cumple d(x, A) < 7. Entonces
para cada x en M encontramos a en A tal que d(z,a) < 1. Por la propiedad de M,
concluimos que a = x, esto es, v € A. Hemos mostrado que M = A, pero esto contradice
a la suposicion que M es infinito. O

3 Ejercicio. Sea 1 < p < +o00. En el espacio de Banach ¢?(N) consideremos la esfera
unitaria:

S:={acN): |all,=1}.

Demostrar que S no es totalmente acotada. Se recomienda considerar la sucesion definida
por s, = e, donde e, == (5m7k)keN.

4 Ejercicio. Denotamos por C([0, 1]) el espacio de funciones continuas [0,1] — C, con la
distancia

d(f,g) = sup |f(z)—g(y)|.

z€[0,1]

En este espacio consideremos el conjunto
Yi={feC(0,1): vzel01] |f(x)] <1},

Determinar si Y es totalmente acotado.

Sucesiones hermitaias y sucesiones de Cauchy

5 Ejercicio. Sean (X, d) un espacio métrico, s € X una sucesién hermitafia, v: N —
N una sucesién estrictamente creciente. Demostrar que la subsucesion s o v también es
hermitana.

6 Ejercicio. Sean (X, d) un espacio métricoy s € X una sucesiéon hermitafia. Demostrar
que s no es sucesién de Cauchy.

7 Ejercicio. Demostrar que si s es una sucesion hermitana en un espacio métrico, entonces
s no tiene ninguna subsucesion de Cauchy.
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