
El teorema de convolución

para el grupo ćıclico finito Zn

Objetivos. Demostar el teorema de convolución para el grupo Zn := Z/(nZ).

Prerrequisitos. Varias formas equivalentes del grupo Zn, convolución discreta ćıclica
(sobre el grupo Zn), transformada finita de Fourier.

Repaso: identificamos Zn con J0, nJ := {0, 1, . . . , n − 1}
Sea n ∈ Z, n ≥ 2. El grupo Zn se define como el grupo cociente Z/(nZ). En vez trabajar
con clases de congruencia, podemos trabajar con sus “representantes canónicos”. Usamos
la notación

J0, nJ :=
{
k ∈ Z : 0 ≤ k < n

}
= {0, 1, . . . , n− 1}.

Dotamos J0, nJ de la “adición módulo n”:

a⊕n b := mod(a+ b, n) =

{
a+ b, 0 ≤ a, b < n, a+ b < n;

a+ b− n, 0 ≤ a, b < n, a+ b ≥ n.

Aqúı mod (a+b, n) es el resto al dividir a+b entre n. Ya sabemos que el grupo (J0, nJ ,⊕n)
es isomorfo a Zn. La sustracción en este grupo se calcula aśı:

a⊖n b = mod(a− b, n) =

{
a− b, 0 ≤ a, b < n, a− b ≥ 0;

a− b+ n, 0 ≤ a, b < n, a− b < 0.

En estos apuntes, por brevedad, escribimos ⊕ y ⊖ en vez de ⊕n y ⊖n, respectivamente.

Lema 1 (el desplazamiento ćıclico en J0, nJ ). Sea p ∈ J0, nJ . Definimos f : J0, nJ→
J0, nJ ,

f(k) := k ⊖ p.

Entonces, f es una biyección. La función inversa actúa mediante la regla f−1(j) = j ⊕ p.

Demostración. Como J0, nJ es un grupo, (k ⊖ p)⊕ p = k y (k ⊕ p)⊖ p = k.

Repaso: la multiplicación de vectores por componentes,
la convolución de dos vectores y la transformada finita de Fourier

Identificamos las funciones J0, nJ→ C con los vectores del espacio Cn. Denotamos por ⊙
su multiplicación por componentes. En otras palabras, si a, b en Cn, entonces

a⊙ b :=
[
ajbj

]n−1

j=0
.
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Dados dos vectores a, b en Cn, su convolución se define como el siguiente vector:

a ∗ b :=

[
n−1∑
k=0

aj⊖kbk

]n−1

j=0

.

De manera más precisa, esta operación se podŕıa llamar convolución sobre el grupo Zn o
convolución discreta ćıclica, para distingirla de otras convoluciones (asociadas a los grupos
Z, R, etc.). En otras palabras, a ∗ b ∈ Cn y para cada j en J0, nJ ,

(a ∗ b)j :=
n−1∑
k=0

aj⊖kbk =

j∑
k=0

aj−kbk +
n−1∑

k=j+1

aj−k+nbk.

Esta operación se conoce también como la convolución discreta ćıclica y corresponde a la
convolución sobre el grupo Zn.

Pongamos ωn := exp
(
−2π i

n

)
y denotamos por Fn la matriz de Fourier :

Fn :=
[
ωjk
n

]n−1

j,k=0
.

Lema 2. Sean j, p, q ∈ J0, nJ . Entonces,

ωj(p⊕q)
n = ωjp

n ωjq
n .

Demostración. Si p+ q < n, entonces p⊕ q = p+ q, y el resultado es obvio.
Si p + q ≥ n, entonces p ⊕ q = p + q − n, y el resultado se sigue de la igualdad

ωjn
n = 1.

El teorema de convolución para el grupo ćıclico finito

Teorema 3 (el teorema de convolución para el grupo ćıclico finito). Sean a, b ∈ Cn.
Entonces,

Fn(a ∗ b) = (Fna)⊙ (Fnb).

Primera demostración: usamos las operaciones ⊕ y ⊖. Sea j ∈ J0, nJ . Aplicamos la de-
finición de Fn, luego la definición de a ∗ b:

(Fn(a ∗ b))j =
n−1∑
k=0

(Fn)j,k(a ∗ b)k =
n−1∑
k=0

ωjk
n

n−1∑
p=0

ak⊖pbp.

Aplicamos la propiedad distributiva en C y metemos el factor ωjk
n adentro de la suma

interior. Luego intercambiamos el orden de las sumas.

(Fn(a ∗ b))j =
n−1∑
p=0

n−1∑
k=0

ωjk
n ak⊖pbp.
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Ahora en la suma interior hacemos el cambio de variable q = k ⊖ p. En este cambio de
variable tratamos p como un parámetro fijo. Por el Lema 1, este cambio de variable es
una biyección, y la función inversa está dada por q 7→ q ⊕ p.

q = k ⊖ p, k = p⊕ q.

Obtenemos

(Fn(a ∗ b))j =
n−1∑
p=0

n−1∑
q=0

ωj(p⊕q)
n aqbp.

Ahora aplicamos el Lema 2, usamos la propiedad distributiva para las sumas y factoriza-
mos la expresión obtenida en un producto:

(Fn(a ∗ b))j =
n−1∑
p=0

n−1∑
q=0

ωjp
n ωjq

n aqbp =
n−1∑
p=0

ωjp
n bp

n−1∑
q=0

ωjq
n aq

= (Fna)j(Fna)j =
(
(Fna)⊙ (Fnb)

)
j
.

Segunda demostración: dividimos la suma en dos partes. Igual que en la primera demos-
tración, llegamos a la expresión

(Fn(a ∗ b))j =
n−1∑
p=0

n−1∑
k=0

ωjk
n ak⊖pbp.

Ahora partimos la suma interior en dos partes:

(Fn(a ∗ b))j =
n−1∑
p=0

p−1∑
k=0

ωjk
n ak−p+nbp +

n−1∑
p=0

n−1∑
k=p

ωjk
n ak−pbp.

Dentro de la primera suma doble, en la suma interior hacemos el siguiente cambio (tra-
tando p como parámetro):

q = k − p+ n, k = q + p− n.

Dentro de la segunda suma doble, en la suma interior hacemos el siguiente cambio (tra-
tando p como parámetro):

q = k − p, k = p+ q.

Después de estos cambios,

(Fn(a ∗ b))j =
n−1∑
p=0

n−1∑
q=n−p

ωj(q+p−n)
n aqbp +

n−1∑
p=0

n−p−1∑
k=0

ωj(p+q)
n aqbp.

Aplicando la igualdad ωjn
n = 1, podemos juntar las sumas:

(Fn(a ∗ b))j =
n−1∑
p=0

n−1∑
q=n−p

ωj(p+q)
n aqbp +

n−1∑
p=0

n−p−1∑
q=0

ωj(p+q)
n aqbp =

n−1∑
p=0

n−1∑
q=0

ωj(p+q)
n aqbp.
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Finalmente, notamos que ω
j(p+q)
n = ωjpωjq y separamos la última suma doble en un

producto:

(Fn(a ∗ b))j =

(
n−1∑
p=0

ωjp
n bp

)(
n−1∑
q=0

ωjq
n aq

)
= (Fna)j(Fna)j =

(
(Fna)⊙ (Fnb)

)
j
.
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