Conjuntos convexos (repaso)

Objetivos. Repasar la nocién de conjunto convexo en un espacio vectorial real.
Requisitos. Espacios vectoriales, combinaciones lineales.

1. Definicién (combinacién convexa). Sea V' un espacio vectorial real y sean vy, ..., v,
vectores del espacio V. Entonces cualquier vector de la forma

m
E OV,
k=1

m
donde oy > 0,..., 0, > 0y E ar = 1, se llama combinacion convexa de los vectores

k=1
Viy.-.,Unm.

2. Definicién (conjunto convexo). Sea V' un espacio vectorial real. Un conjunto A C V/
se llama convexo si para todo par de vectores a,b € A y todo par de escalares A\, u > 0
tales que A + =1, el vector Aa + pub también pertenece al conjunto A.

Suponemos que V' es un espacio vectorial real.

3. Proposicién: la interseccién de conjuntos convexos es convexa. Sea {4;}ic;
una familia de subconjuntos convexos de V. Entonces la interseccién ﬂ A; también es

iceJ
convexa.

4. Proposicién: un conjunto convexo contiene todas las combinaciones conve-
xas de sus elementos. Sea A C V un conjunto convexo, sean vq,...,v,, € A y sean

m
ai, ..., q, > 0 tales que Z o, = 1. Entonces
k=1

m
Z apu, € A.
k=1

Idea de demostracion. Induccién matematica sobre m. Note que para az # 1

(67 «
a1V + Ve + i3y = (1 — ag) (1 104 U1+ 1 2a ’UQ) + ai3vs. ]
— &3 — &3
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5. Definicién (envolvente convexa o envoltura convexa de un conjunto). Sea
X C V. La envolvente convexa (o envoltura convera) de X es el conjunto de todas las
combinaciones convexas de los elementos de X:

COHV(X)i—{ZC(kUkZ me{1,2,...}, wv,...,v, €KX,
k=1

m
Qi ...,y >0, Zak: }

6. Propiedad mondétona de la envoltura convexa. Sean X C Y C V. Entonces
conv(X) C conv(Y).

7. Comparacion del conjunto y su envoltura convexa. Sea X C V. Entonces
X C conv(X).

8. Criterio de convexidad de un conjunto en términos de su envoltura convexa.
Sea X C V. Entonces X es convexo si y sélo si conv(X) = X.

9. Teorema: la envoltura convexa de un conjunto es el minimo entre todos los
conjuntos convexos que lo contienen. Sea X C V. Entonces:

1. conv(X) es convexo.
2. X C conv(X).

3. Si A C V es un conjunto convexo tal que X C A, entonces conv(X) C A.
10. Envolutura convexa como una interseccion. Sea X C V. Entonces

conv(X):ﬂ{ACV: Aesconvexo A X C A}

11. La operacion “envoltura convexa” tiene propiedad idempotente. Sea X C V.

Entonces
conv(conv(X)) = conv(X).

Subconjuntos convexos del eje real

12. Proposicion. Sea X un subconjunto convexo no vacio de R. Denotamos por a y b al
infimo y supremo del conjunto X, respectivamente (notemos que a,b € R):

a = inf(X), b == sup(X).
Entonces (a,b) C X.

13. Proposicién (los subconjuntos convexos del eje real son los intervalos). Todo
subconjunto convexo de R es un intervalo, esto es, tiene una de las siguientes formas (con
algunos a y b reales):

R, (—o00,b), (—00,b], (a,+00), [a,+0), (a,b), (a,b], [a,b).
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