Conjuntos convexos

Objetivos. Demostrar las propiedades basicas de los conjuntos convexos en un espacio
vectorial real.

Prerrequisitos. Combinaciones convexas de vectores en un espacio vectorial real, la
envoltura convexa del subconjunto de un espacio vectorial real.

En este tema suponemos que V' es un espacio vectorial real o complejo. En el estudio
de conjuntos convexos siempre nos restringimos a escalares reales. En otras palabras,
tratamos V' como un espacio vectorial real.

1 Definicién (conjunto convexo). Sea V un espacio vectorial real. Un conjunto A C V se
llama convezo si para cada par de vectores a,b € Ay cada A en [0, 1] el vector (1—X)a—+ b
pertenece al conjunto A.

En otras palabras, A se llama convexo, si contiene las combinaciones convexas de los pares
de sus elementos: conve(A) C A. En realidad, como muestra la siguiente proposicion, el
conjunto convexo contiene las combinaciones convexas de cualquier cualquier lista de sus
elementos.

2 Proposicién (un conjunto convexo coincide con su envoltura convexa). Sea A CV un
congunto convezo. Entonces conv(A) = A.

Demostracion. Por un lado, A C conv(A). Esta contencién se cumple para cualquier
conjunto, no necesariamente convexo.

Para cada m en N, conv,,(A) C A. Esta afirmacién se demuestra facilmente por induc-
cion, usando una propiedad de las combinaciones convexas que demostramos antes: si
Ay, ..., amy € Ay w € conv(ay,...,a,), entonces existe u € conv(ay,...,a,) tal que
w € conv(u, A1)

Finalmente, concluimos que conv(A) = [J,,cy convy,(A4) C A. O
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3 Proposicién (la interseccién de conjuntos convexos es convexa). Sea A un conjunto
de subconjuntos convexos de V. Pongamos

B=nA={zeV: VAc A ze€ A}

Entonces B es un conjunto convexo.

Idea de demostracion. En la definiciéon del conjunto convexo se usa solamente el cuan-
tificador V (no aparece el cuantificador 3), y en la definicién de la intersecciéon de una
coleccién de conjuntos también se utiliza solamente el cuantificador V. Dos cuantificado-
res V conmutan. O

4 Proposicién (la envoltura convexa de cualquier conjunto es un conjunto convexo). Sea
X C V. Entonces el conjunto conv(X) es convezo.

Demostracion. Sean a,b € conv(X) y sea ¢ € conv(a,b). Entonces existen p,q € N,
T1,...,% € X, Y1,...,Yy, € X tales que a € conv(zy,...,x,), b € conv(ys,...,Yq)-
Como demostramos antes, esto implica que ¢ € conv(zy,..., Ty, Y1,-..,Y,), asi que ¢ €
conv(X). O

El siguiente teorema abarca varios resultados anteriores.

5 Teorema (criterio de convexidad de un conjunto en términos de su envoltura convexa).
Sea X C V. Entonces X es convezo si y solo si conv(X) = X.

Demostracion. Se sigue de las proposiciones anteriores. O

6 Proposicién (la envoltura convexa estd contenida en cualquier conjunto convexo que
contiene al conjunto original). Sea X C X y sea A C V un conjunto convezo tal que
X C A. Entonces conv(X) C A.

Demostracion. Por la monotonia de conv, tenemos conv(X) C conv(A). Como A es con-
vexo, por la Proposicion 2 tenemos conv(A) = A. Concluimos que conv(X) C A. O

En la siguiente proposiciéon comparamos subconjuntos de V' por contencién (no por la
cardinalidad).

7 Proposicién (la envoltura convexa de un conjunto es el minimo entre todos los con-
juntos convexos que lo contienen). Sea X C V. Entonces conv(X) es el minimo elemento
de la coleccion

{AQV: XCA A Aesconvemo}.
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Demostracion. Se sigue del hecho A C conv(A) y de las Proposiciones 4 y 6. m

8 Proposicién (la envolutura convexa como la interseccién de cierta colecciéon de con-
juntos convexos). Sea X C V. Pongamos

C::{AQV: A es convero A XQA}.

Entonces conv(X) = NC.

9 Proposicién (la operacién “envoltura convexa’ tiene propiedad idempotente). Sea
X CV. Entonces
conv(conv(X)) = conv(X).

10 Ejercicio. Demostrar la Proposicién 9.
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