Funciones convexas

Objetivos. Estudiar criterios y propiedades de las funciones convexas definidas en sub-
conjuntos convexos de espacios vectoriales reales.

Requisitos. Conjuntos convexos, combinaciones convexas.

En este tema suponemos que V' es un espacio vectorial real.

1 Ejercicio. Sean x1, 25 € V, sean y1,y2 € R y sea A € [0, 1]. Encuentre un punto (z,w)
en V' x R tal que

(z,w) = (z1,91) = )\((902,92) - (ﬁlayl))-

Explique el sentido geométrico del punto (z,w). Haga un dibujo para V = R.

2 Definicién (funcién convexa). Sea A un subconjunto convexo de un espacio vectorial
real V. Una funcién f: A — R se llama conveza, si para cada par de puntos z1,x en A
y cada A en [0, 1],

SUL =Nz + Azg) < (1= A) f(w1) + Af(22).

3 Observaciéon. Otra forma equivalente: para cada par de puntos z1,2, en A y cada
£1,8 > 0 tales que & + & =1,

f(&wr + &re) < & f (1) + G f (22).
4 Ejercicio. Explique el sentido geométrico de la convexidad de una funcion.

5 Ejercicio. Demuestre que la funcién f: R?* — R, definida mediante f(x,y) = 2% + y?,
es convexa.

6 Ejercicio (la suma de dos funciones convexas). Sean f,g: V' — R funciones convexas.
Demuestre que la funcion f + ¢ es convexa.

7 Ejercicio (un multiplo positivo de una funcién convexa). Sea f: V' — R una funcién
convexa y sea a > 0. Demuestre que la funcion af es convexa.

8 Ejercicio (combinacién lineal con coeficientes positivos de funciones convexas). Sean
m e {1,2,...}, fi,..., fm: V — R funciones convexas y aq,...,a, > 0. Demuestre que
la funcién >} | oy fi, es convexa. Por consecuencia, el conjunto de las funciones convexas
es Un cono convexo.

9 Ejercicio (diferencia de dos funciones convexas). Construya dos funciones convexas
f,g9: R — R tales que su diferencia f — ¢ no sea convexa.
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Criterio de la convexidad de una funcién
en términos de su epigrafo

10 Definicién (el epigrafo de una funcién). Sea A un subconjunto convexo de un espacio
vectorial real V' y sea f: A — R una funcién. El epigrafo de la funcién f es el siguiente
subconjunto de V' x R:

epi(f) = {(x,y) eEVXR: ze€A y> f(x)}
11 Ejercicio. Dibuje los epigrafos de las siguientes funciones:
1. [:R—=R, f(z) =22
2. [:R—=R, f(x) = —|z|.

12 Observacién. En la definicién de epigrafo, V' y R son espacios vectoriales reales.
Por lo tanto, V' x R también se puede considerar como un espacio vectorial real, con las
operaciones definidas componente a componente:

(a,z) + (byy) = (a+ b,z + y); Ma, x) = Az, \z).

13 Proposicién (criterio de que una funcién es convexa, en términos de su epigrafo). Sea
A un subconjunto convero de un espacio vectorial real V y sea f: A — R una funcion.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) [ es conveza.

(b) el epigrafo epi(f) de la funcion f es un subconjunto convexo de V x R.

Desigualdad de Jensen finita

14 Teorema (la desigualdad de Jensen finita, sobre el valor de una funcién convexa en
una combinacién convexa). Sea A un subconjunto convexo de un espacio vectorial real V' y
sea f: A — R una funcion convexa. Seanm € {1,2,...}, x1,...,0;m € Ay A,..., A >0
tales que 377" Aj = 1. Entonces,

f (Z)\j%) <Y N (=),

Idea de demostracion. Induccion matematica sobre m. Note que si A3 < 1, entonces

A A
1 _1>\3l'1 + 1 _2>\3.Z'2> + )\31’3.

)\1.1'1 + )\21’2 + )\31‘3 = (1 — )\3) (

Para m general, cuando pasamos de m a m + 1, se recomienda considerar dos casos:
>\m+1 =1 y )\m+1 < 1. ]
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Funciones estrictamente convexas

15 Definicién (funcién estrictamente convexa). Sea A un subconjunto convexo de un
espacio vectorial real V. Una funcién f: A — R se llama estrictamente conveza, si para
cada par de puntos 1, xs en A, tales que x; # x9, y cada A en |0, 1],

FUT =Nz 4+ Axg) < (1= N) f(z1) + Af(za).

16 Teorema (la desigualdad de Jensen finita estricta). Sea V' un espacio vectorial real,
sea A un subconjunto convexo de V y sea f: A — R una funcion estrictamente conve-
za. Entonces, para cada m en N con m > 2, cada xq,...,x,, en A tales que no todos
T1,. .., Ty Son dguales, y cada M, ..., Ny > 0 tales que Y ;" M\, = 1, se cumple la si-

guiente desigualdad:
k=1 k=1

Idea de demostracion. La demostracion es muy similar a la demostracion del Teorema 14.
Cuando pasamos de m a m + 1, se recomienda considerar dos casos:

"z = =T, (en este caso Ty # Tyi1);
= T1,...,%; no todos son iguales.

En cada uno de los dos casos, hay que explicar bien, cémo se obtiene la desigualdad
estricta. ]

17 Corolario (criterio de igualdad en la desigualdad de Jensen finita para funciones
estrictamente convexas). Sea V' un espacio vectorial real, sea A un subconjunto convexo
de V y sea f: A — R una funcion estrictamente convexa. Entonces, para cada m en N
con m > 2, cada xq,...,T, en A y cada Ay, ..., Ay > 0 tales que > ;" A\, = 1, si se

cumple la igualdad
f (Z /\k$k> = Aef (@), (1)
k=1 k=1

entonces r1 = -+ = Tyy,.

18 Ejercicio. Demostrar el Corolario 17 por induccién sobre m, sin usar el Teorema 16.
Recordar la idea de demostracion del Teorema 14:

m+1 m '
f (Z /\jfb’j> < (= Ampa)f (Z 1_)\—;“ %‘) + A1 f (1)
2)
m+1

< Z A f ().

Si suponemos un analogo de (1) para m + 1, entonces las dos desigualdades en (2) se
convierten en igualdades.
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