Combinaciones convexas

Objetivos. Estudiar propiedades basicas de combinaciones convexas de una lista de vec-
tores.

Prerrequisitos. Espacios vectoriales, combinaciones lineales.

En este tema suponemos que V' es un espacio vectorial real o complejo. En el estudio de
conjuntos convexos siempre nos restringimos a escalares reales; en otras palabras, tratamos
V' como un espacio vectorial real.

1 Definicién (combinacién convexa de una lista de vectores). Sea V' un espacio vectorial
real y sean vy,...,v,, € V. Entonces cualquier vector de la forma

m
E U,
k=1

m
donde ay > 0,...,a,, > 0y g ar = 1, se llama combinacion convexa de los vectores
k=1

Viyeo oy Unm-

2 Definicién (la envoltura convexa de una lista de vectores). Sea V' un espacio vectorial

real y sean vy,...,v, € V. Denotamos por conv(vi,...,v,) al conjunto de todas las
combinaciones convexas de los vectores vy, ..., v,. Formalmente,

m m
conv(vy, ..., V) =3 wEv:  Jag,..., 0y >0 E ap=1 A E RV = W

k=1 k=1

3 Proposicién (combinaciones convexas de dos vectores). Sea V' un espacio vectorial
real y sean vi,vs € V. Entonces

conv(vy,v2) ={weV: INe€[0,1] w=(1—-Nvy+ I}

Idea de demostracion. Si aj,as > 0y a3 + as = 1, pongamos A = as. Al revés, si
A € [0,1], pongamos a3 =1 — A, ay = A. O
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4 Ejercicio (combinaciones convexas de dos nimeros reales). Elegir algunos z,y € R
tales que z < y. Por ejemplo, pueden servir z = 3, y = 8. Calcular y dibujar (1—X)z+ Ay
para A=0, A=1/5, A=2/5 A=1/2, A=3/5, A=4/5 A= 1.

5 Ejercicio (combinaciones convexas de dos puntos en el plano). Elegir algunos z,y € R?
tales que x # y. Por ejemplo, pueden servir x = [1, 3], y = [-4,7]". Calcular y dibujar
(I=XNz+AdyparaX=0,A=1/5 A=2/5,A=1/2, A=3/5, A=4/5, A= 1.

6 Proposicion. Sea V' un espacio vectorial real y sean vq,...,v,, € V. Entonces para
cada j en {1,...,m}
vj € conv (v, ..., V).
Demostracion. Pongamos oy, = §;, para cada k en {1,...,m}. Entonces a; > 0 para
cada k,
m m
E :O‘k = E :5J'J<r =05, =1,
k=1 k=1
m m
E ARV = E 5]'7]{’Uk = Vj
k=1 k=1
Hemos mostrado que v; es una combinacion convexa de los vectores vy, ..., Up,. O]

7 Proposicién (combinaciones convexas de combinaciones convexas). Sea V' un espacio
vectorial real, sean ay,...,a,,b1,...,b, € V, u € conv(ay,...,ap), v € conv(by,...,b,),
w € conv(u,v). Entonces w € conv(ay, ..., a,,by,...,b,).

Demostracion. Sean &;,...,&, >0, m1,...,1, > 0, 71,72 > 0 tales que

p

q
=1 > m=1 mtr=1
k=1

k=1

p q
U= ngaka U= anbk, W = Y1U + Y2U.
k=1 k=1
Para cada j en {1,...,p+ ¢} definimos

N\ — ’ylgja 1 S] Spa Ci = aj, 1 S] Spa
T ey, PH1<i<pHq 7T b pH1I<i<p+aq

Entonces A; > 0 para cada j,

pt+q p p+q p q
SN=D NG+ D e =nD Gtrd m=ntr=1
j=1 j=1 j=p+1 k=1 k=1
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p+q p+q

Z AjCj = Z”Ylfgag + Z V2Mj—pbi—p = M kaak + 72 anbk MU+ YU = w.
Jj=1 Jj=p+1
Hemos mostrado que w € conv(cy, ..., Cprq), €sto €s, w € conv(ay, ..., ap, by,...,b,). O

8 Ejemplo. Sean vy,v5,v3 € V v ayq, as, ag > 0 tales que as # 1. Entonces

(05} (6]
QU1 + QU + Qi3V3 = (1 — 043) 1 o U1 + 1 o Vo | + Qi3vU3.
- &3 - @3

9 Proposicién (combinaciones convexas de m+1 vectores en términos de combinaciones

convexas de m vectores). Sea V un espacio vectorial real, sean ay,...,am1 € V y sea
v € conv(ay, ..., amy1). Entonces existe u € conv(ay, ..., a,) tal que v € conv(u, apy1)-
Demostracion. Sean Ay, ..., A\pe1 > 0 tales que

m+1 m+1

Z)\kzl, Zx\kak:u
k=1 k=1

Consideremos dos casos: A1 =1y Apy1 # 1

Caso Apy1 = 1. En este caso, Y ;- Ay, = 0. Como A\, > 0 para cada k en {1,...,m},
concluimos que Ay = 0 para cada k en {1,...,m}. Por lo tanto, v = a,,;1. Pongamos
u = a; y obtenemos v € conv(u, Gy41)-

Caso \jy1 # 1. Para cada k en {1,...,m}, pongamos

M
T
Entonces & > 0 para cada k y
m m )\k 1 m 1
= M=——"7—(1—-Apy1) =1
; ; —Amt1 1= Anp ; 1= Apta ( )

Ademas, pongamos

m
= Gy
k=1
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Entonces u € conv(ay,...,ay) y

m m+1
(1= A1) + A1 Gy1 = Z Aklr + A 1Gmy1 = Z Ay = .
k=1 k=1
Hemos mostrado que v € conv(u, @p11). O

10 Ejercicio (la envoltura convexa de una lista de vectores no se cambia al cambiar

el orden de los vectores). Sean ai,...,a,, € V y sea ¢ una permutacién del conjunto
{1,...,m}, esto es, 0 € S,,. Demostrar que
COnV (Ag(1); - - - Ao(m)) = CONV(aA1, ..., ap).

11 Ejercicio (la envoltura convexa de una lista de vectores no se cambia al agregar un
vector repetido). Sean ay,...,a, € V ysea j € {1,...,m}. Demostrar que

conv(ay, ..., Qy,aj) = conv(ay, ..., ay).
12 Ejercicio (la envoltura convexa crece en el sentido no estricto, al aumentar la lista
de vectores). Sean ay,...,ap, b1,...,b, € V. Demostrar que
conv(ay,...,a,) C conv(ay,...,ap,by,...,b,).
13 Ejercicio (la envoltura convexa de una lista de vectores no se cambia al agregar un
vector que estd en la envoltura convexa). Sean ay,...,a,, € V yseab € conv(ay,...,a,).

Demostrar que
conv(ay, ..., am,b) = conv(ay,...,ay).
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