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Escuela Superior de F́ısica y Matemáticas
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Objetivos:

demostrar un criterio de convergencia de series ortogonales,

demostrar la identidad de Pitágoras para las series ortogonales convergentes.

Prerrequisitos:

el concepto de convergencia de series en espacios normados,

la identidad de Pitágoras para dos vectores ortogonales en espacios con producto interno,

sucesiones de Cauchy y espacios métricos completos,

el criterio de Cauchy para la convergencia de series.
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Repaso: el criterio de Cauchy para series numéricas
Proposición
Sea (αk)k∈N ∈ C. Entonces son equivalentes:

(a) la serie
∑∞

k=1 αk converge;

(b) ∀ε > 0 ∃m ∈ N ∀p ≥ m ∀q > p

∣∣∣∣∣∣
q∑

k=p+1
αk

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Idea de demostración: βp :=
p∑

k=1
αk ,

q∑
k=p+1

αk = βq − βp.
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Repaso: la identidad de Pitágoras en los espacios con producto interno

En este tema suponemos que H es un espacio de Hilbert.
En algunas proposiciones la completez no es importante.

Proposición
Sean a, b ∈ H tales que a ⊥ b. Entonces

∥a + b∥2 = ∥a∥2 + ∥b∥2.
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La identidad de Pitágoras para las sumas finitas de vectores ortogonales

Proposición
Para cada m en N, si (xk)m

k=1 es una lista ortogonal de vectores en H, entonces

∥∥∥∥∥
m∑

k=1
xk

∥∥∥∥∥
2

=
m∑

k=1
∥xk∥2.

Primera demostración (ejercicio): inducción sobre m. Justificar que xm+1 ⊥
∑m

k=1 xk .

Segunda demostración (ejercicio):
∥∥∥∥∥

m∑
k=1

xk

∥∥∥∥∥
2

=
〈 m∑

j=1
xj ,

m∑
k=1

xk

〉
= . . .
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La identidad de Pitágoras para las series ortogonales convergentes

Proposición
Sea (xk)k∈N una sucesión ortogonal en H. Supongamos que la siguiente serie converge en H:

∞∑
k=1

xk .
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∞∑

k=1
xk
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2

=
∞∑

k=1
∥xk∥2.



Demostración

Para cada m en N, denotamos por sm la m-ésima suma parcial:

sm :=
m∑

k=1
xk .

Supongamos que t ∈ H y
lim

m→∞
sm = t.

Entonces, por la continuidad de la norma y por la identidad de Pitágoras,

∥t∥2 = lim
m→∞

∥sm∥2 = lim
m→∞

m∑
k=1

∥xk∥2 =
∞∑

k=1
∥xk∥2.

En la última igualdad usamos la definición de la suma de la serie numérica
∑∞

k=1 ∥xk∥2.
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∥t∥2 = lim
m→∞

∥sm∥2 = lim
m→∞

m∑
k=1

∥xk∥2 =

∞∑
k=1

∥xk∥2.

En la última igualdad usamos la definición de la suma de la serie numérica
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Proposición
Sea (xk)k∈N una sucesión ortogonal en H. Supongamos que

∞∑
k=1

∥xk∥2 < +∞.

Entonces la siguiente serie converge:
∞∑

k=1
xk .



Demostración

Sea ε > 0. Por el criterio de Cauchy para series numéricas,
existe m ∈ N tal que para p, q con q > p ≥ m,

q∑
k=p+1

∥xk∥2 < ε2.

Pongamos sp :=
∑p

k=1 xk . Para p, q con q > p ≥ m, por la identidad de Pitágoras,

∥sq − sp∥2 =
∥∥∥∥∥

q∑
k=1

xk −
p∑

k=1
xk

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥
q∑

k=p+1
xk

∥∥∥∥∥∥
2

=
q∑

k=p+1
∥xk∥2 < ε2.

Hemos demostrado que la sucesión (sp)p∈N es de Cauchy.
Como H es completo, la sucesión converge.
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∥sq − sp∥2 =
∥∥∥∥∥

q∑
k=1

xk −
p∑

k=1
xk

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥
q∑

k=p+1
xk

∥∥∥∥∥∥
2

=
q∑

k=p+1
∥xk∥2 < ε2.

Hemos demostrado que la sucesión (sp)p∈N es de Cauchy.

Como H es completo, la sucesión converge.



Demostración
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∥∥∥∥∥∥
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∥∥∥∥∥∥
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Hemos demostrado el siguiente criterio.

Teorema (el criterio de convergencia de series ortogonales)
Sea (xk)∞

k=1 una sucesión ortogonal de vectores en H. Entonces

∞∑
k=1

xk converge ⇐⇒
∞∑

k=1
∥xk∥2 < +∞.

Si estas condiciones se cumplen, entonces se tiene la identidad de Pitágoras para series:∥∥∥∥∥
∞∑

k=1
xk

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑

k=1
∥xk∥2.



Sucesiones ortonormales

Recordemos: una sucesión (ak)k∈N se llama ortonormal si

∀j , k ∈ N ⟨aj , ak⟩ = δj,k .

Ejercicio. Sea (ak)k∈N una sucesión ortonormal en H y sea (λk)k∈N ∈ CN.
Demostrar que la sucesión (λkak)k∈N es ortogonal.



Sucesiones ortonormales

Recordemos: una sucesión (ak)k∈N se llama ortonormal si

∀j , k ∈ N ⟨aj , ak⟩ = δj,k .

Ejercicio. Sea (ak)k∈N una sucesión ortonormal en H y sea (λk)k∈N ∈ CN.
Demostrar que la sucesión (λkak)k∈N es ortogonal.



Criterio de convergencia de la serie cuyos sumandos son
múltiplos de vectores de una sucesión ortonormal

Corolario
Sea (ak)k∈N una sucesión ortonormal en H y sea λ = (λk)k∈N una sucesión en C. Entonces

∞∑
k=1

λkak converge ⇐⇒ λ ∈ ℓ2, esto es,
∞∑

k=1
|λk |2 < +∞.

Más aún, si estas condiciones se cumplen, entonces∥∥∥∥∥
∞∑

k=1
λkak

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑

k=1
|λk |2.



Situación cuando se aplica el teorema de Weierstrass
sobre la convergencia absoluta

Ejercicio. Sea (ak)k∈N una sucesión ortonormal en H.
Supongamos que λ = (λk)k∈N ∈ ℓ1(N), esto es,

∞∑
k=1

|λk | < +∞.

Demostrar que λ ∈ (λk)k∈N ∈ ℓ2(N) y concluir que la serie
∞∑

k=1
λkak converge.

Justificar la convergencia de la serie
∞∑

k=1
λkak usando la “M-prueba” de Weierstrass.



Situación cuando no se aplica el teorema de Weierstrass
sobre la convergencia absoluta

Ejercicio. Sea (ak)k∈N una sucesión ortonormal en H.
Construir una sucesión numérica λ = (λk)k∈N tal que

λ ∈ ℓ2 \ ℓ1,

esto es,
∞∑

k=1
|λk | = +∞,

∞∑
k=1

|λk |2 < +∞.

Justificar que
∞∑

k=1
λkak converge, aunque no se puede aplicar la “M-prueba” de Weierstrass.


