Convergencia de series de vectores ortogonales
en los espacios de Hilbert

Objetivos. Establecer el siguiente criterio de convergencia de series de vectores ortogo-
nales en espacios de Hilbert: Y2 | a; converge si, y s6lo si, > p, ||ax||* < +oo.

Prerrequisitos. La identidad de Pitagoras en los espacios con producto interno, la defi-
nicion de la convergencia de series, la continuidad de la norma.

1 Proposicién (la identidad de Pitdgoras en el espacio con producto interno, repaso).
Sea H un espacio con producto interno y sean a,b € H tales que a 1. b. Entonces

la +0]1* = [lall* + [[b]*

2 Proposicién (la identidad de Pitdgoras para una suma finita de vectores ortogonales,
repaso). Sea H un espacio con producto interno, sea m € N y sea (ay,...,ay) una lista
ortogonal de vectores en H. Entonces

m

>

k=1

2 m
= llaxll*.
k=1

Demostracion. La induccién matematica sobre m. En el paso de induccion se usa el hecho
que a,, L (a; + ...+ ay—1) y la Proposicién 1. O

3 Proposicién (la identidad de Pitdgoras para una serie de vectores ortogonales). Sea H
un espacio con producto interno y sea (ay)ren una sucesion ortogonal en H. Supongamos
que la serie Y, i converge en H a un vector v. Entonces

> laxll? = Jloll®. (1)
k=1

En particular, la serie numérica en el lado izquierdo de (1) converge.

Demostracion. Para cada m en N, denotemos la suma Y ;" | aj por by,. Por la Proposi-

cion 2,
m
161 =D llax >
k=1
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Pasamos al limite, cuando m — oo. Como b,, — v, la continuidad de la norma implica
que ||by|| = |Jv]|. La funcién ¢ — t? es continua, por eso

lm [|b[[* = [Jv]|*.
k—o0

Luego, por la definiciéon de la suma de la serie,

o m

> llagl® = lm Y lag]® = lm [[by]f* = [|o]f*. B
m—ro0 m—0o0

k=1 k=1

4 Teorema (criterio de la convergencia de una serie ortogonal en un espacio de Hilbert).
Sea H un espacio de Hilbert y sea (ax)ren una sucesion ortogonal. Entonces las siquientes
condiciones son equivalentes:

(a) la serie d .- | ax converge en H;

(b) 220:1 ||Cl/~c||2 < +00.

Demostracion. En la Proposicién 3 ya probamos que (a) implica (b).

Supongamos (b) y demostremos (a). Denotemos por b, y ¢, las sumas parciales de

nuestras series:
m m
bm = Zak, Gm = Z llax 1.
h=1 k=1

La condicién (b) implica que la sucesién (¢, )men es de Cauchy. Dado € > 0, encontramos
p en N tal que para cada m,n > p se cumple |q, — ¢| < €2.

Sean m,n > p. Consideremos el caso m < n (el caso m > n es similar).

bn_bm: i Qg .

k=m+1

Todos los sumandos en el lado derecho son ortogonales a pares. Por la identidad de

Pitagoras,
n

an - bmH2 = Z HakH2 =qn — qm < 2.
k=m+1

Luego [|b, — by || < . Hemos demostrado que la sucesién (b, )nen es de Cauchy. Como el
espacio H es completo, existe un limite v de esta sucesién. Este limite, por la definicion
de la convergencia de las series, es la suma de la serie ) ,° | ax. ]
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5 Observacién. En los espacios de Banach tenemos una condicion suficiente para la
convergencia de las series (M-prueba de Weierstrass):

o o0
si E llag|| < +o0, entonces la serie E ay converge.
k=1 k=1

Para las series ortogonales en los espacios de Hilbert, el Teorema 4 nos da una condicion
necesaria y suficiente.

6 Ejemplo. En el espacio ¢? consideremos la serie Y, aj, donde aj, = %ek. Entonces

o0 o0
Y llarlla =400, pero D faxll3 < +oc,
k=1 k=1

. 0o
y la serie ) /7, aj converge.
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