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Objetivos.
Introducir el concepto de convergencia en medida .
Demostrar el teorema: si una sucesién de funciones converge en medida,

entonces contiene una subsucesiéon que converge casi uniformemente.
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Objetivos.
Introducir el concepto de convergencia en medida .
Demostrar el teorema: si una sucesién de funciones converge en medida,

entonces contiene una subsucesiéon que converge casi uniformemente.

Prerrequsitos:
@ conjuntos auxiliares A(e, n), B(e, k), C(¢), D,
@ criterios de convergencia c.t.p. y casi uniforme en términos de estos conjuntos,
e propiedad decreciente de B(e, k) respecto a ambas variables,
@ propiedad o-subaditiva de medida,

@ subsucesién de una sucesion.



@ Definiciones y herramientas

© Existencia de una subsucesién que converge casi uniformemente

© Consecuencias y contraejemplos



Varios modos de convergencia




Definiciones y herramientas
9000000000

Convergencia en medida

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
M(X, F,C) := el conjunto de todas las funciones X — C que son F-medibles.
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M(X, F,C) := el conjunto de todas las funciones X — C que son F-medibles.

Sean (f,)nen una sucesién en M(X, F,C), g € M(X,F,C).

Para cada € > 0 y cada n en N pongamos

Ale,n) = {x € X: [fa(x) — g(x)] > &}.
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Convergencia en medida

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
M(X, F,C) := el conjunto de todas las funciones X — C que son F-medibles.

Sean (f,)nen una sucesién en M(X, F,C), g € M(X,F,C).

Para cada € > 0 y cada n en N pongamos

A(e,n) = {x € X: |fr(x) —g(x)| > €}
Se dice que (fp)nen converge a g en medida p si

Ve >0 Jim w(A(e, n)) = 0.

Notacién: f, £ g.
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Verifiquemos que A(e, n) es medible

Estamos suponiendo que las funciones f, y g son F-medibles.
Por eso las funciones h, := |f, — g| también son F-medibles.
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Verifiquemos que A(e, n) es medible

Estamos suponiendo que las funciones f, y g son F-medibles.
Por eso las funciones h, := |f, — g| también son F-medibles.

Ale,n) = {x € X: |fo(x) —g(x)| > e} = h [ [e, +oo[].
El intervalo [e, +00[ es un subconjunto cerrado, por eso es Borel-medible, y

A(e,n) € F.
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Definicién de los conjuntos auxiliares (repaso)
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Monotonia de los conjuntos auxiliares (repaso)

Proposicién (para € fijo, B(e, k) decrece respecto a k)
Sie >0, k € N, entonces
B(e, k +1) C B(e, k).
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Monotonia de los conjuntos auxiliares (repaso)

Proposicién (para € fijo, B(e, k) decrece respecto a k)
Sie >0, k € N, entonces

B(e, k +1) C B(e, k).

Proposicién (A(e, n), B(e, k), C(e) decrecen respecto a €)

Si0<e; <ep, n k €N, entonces

A(e2, n) C A(e1, n), B(e2, k) C B(ex, k), C(e2) C C(ey).
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Monotonia de los conjuntos auxiliares (repaso)

Proposicién (para € fijo, B(e, k) decrece respecto a k)
Sie >0, k € N, entonces
B(e, k + 1) C B(e, k).

Proposicién (A(e, n), B(e, k), C(e) decrecen respecto a €)

Si0<e; <ep, n k €N, entonces

A(e2, n) C A(e1, n), B(e2, k) C B(ex, k), C(e2) C C(ey).

Proposicién (D se escribe como una unién numerable)

D= (] C(1/m).

meN
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Convergencia casi en todas partes (repaso)

Definicion:

fo g = px e X: fi(x) 2 g(3)}) =0,
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Convergencia casi en todas partes (repaso)
Definicion:

fh g = p(xe X f(x) — g(x)}) =0,

Proposicion
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Convergencia casi uniforme (repaso)

Definicion:

ittty L w0 3E€F (WE)<n A f=Sg).
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Convergencia casi uniforme (repaso)

Definicién:
p-c.u. def X\E
f, =t e &N yps0 JEEF (M(E)<n A f,,=:>g).

Esta convergencia también se conoce como la convergencia de Egorov.
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Convergencia casi uniforme (repaso)

Definicion:

ity L wys0 3EeF (WE)<n A fi=Sg).

Esta convergencia también se conoce como la convergencia de Egorov.

Teorema (criterio de la convergencia p-c.u. en términos de B(e, k))

p-c.u.

fp—=g = Ve >0 Jim w(B(e, k)) = 0.
—00
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Relacion de la convergencia c.u. con la convergencia c.t.p. (repaso)

Proposicion

. -C.U. -c.t.p.
Si f, === g, entonces f, "% g.
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Relacion de la convergencia c.u. con la convergencia c.t.p. (repaso)

Proposicion

. ~-C.U. -c.t.p.
Si 1, ac N g, entonces f, RN g

Proposicién (teorema de Egorov)

Si p(X) < +o0y fy frete, g, entonces f, == g




Definiciones y herramientas
000000080

La convergencia casi uniforme implica la convergencia en medida

Proposicion
Supongamos que f, e g. Entonces f, % g.

Demostracion. Para cada € > 0y cada k en N,

B(e, k) = fj A(e, n) = A(e, k)| ( G A(e, n)) = A(e, k)| B(e, k + 1).
n=k

n=k+1

Luego
Ae, k) € B(e, k), l(A(=, K)) < u(B(e, K)).

Por la suposicién,  lim p(B(e, k)) =0. Luego  lim pu(A(e, k)) = 0. O
k—ro0 k—ro0
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El concepto de una subsucesién (repaso)

Suponemos que (ap)npen €s una sucesion de nimeros
y v: N — N es una subsucesién estrictamente creciente.

Entonces (,(p))pen €s una sucesién que se conoce como  subsucesién de (an)nen.
Ejemplo. Sea v(p) := p?. Pongamos j3, := Qy(p)-

ap, a2, a3, a4, a5, e, 7, (g, Q9 ,
~— ~— ~—
b1 B2 B3

Los elementos aq, g, g, . .. forman una subsucesién de la sucesién original.
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Teorema

Sean (X, .F, ) un espacio de medida,
(fn)nen una sucesién en M(X, F,C), g € M(X,F,C).

Supongamos que f, = g.

Entonces existe v: N — N estrictamente creciente tal que f,(,) === g.

En otras palabras, el teorema dice que existe una subsucesién de la sucesién (f,)nen

que converge p-casi uniformemente a g.
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Demostracion, inicio

La hipGtesis f, = g significa que Ve >0 w(A(e, n)) — 0.
Por lo tanto, para cualesquiera ¢ > 0y 6 > 0 existe un K(e,d) tal que

Vn> K(e,8)  p(A(e,n) <.

Construimos una sucesion de indices (v(p))pen mediante las reglas:

1 1 1 1
g =K <20,20>, Vp = max{K <2pa2p> an—1+1}'

Entonces es facil ver que v, >vp1y  p(A(R7P,v(p)) <27P.
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Demostracion, continuacion

Vamos a demostrar que f,,) e g.

Consideremos los conjuntos auxiliares que corresponden a la subsucesién (fy(p))peN:

A(e,p) = Ale,v(p)),  Ble,q) = |J Ale,p) = | Ale v(p))
p=q p=q

El conjunto E(e, q) puede ser méas pequefio que B(e,v(q)).
Por ejemplo, si v(p) = p?, entonces

B(e,3) = A(e,3) UA(e,4) UA(g,5) U - -- = A(g,9) U A(e, 16) U A(g,25) U ... ...
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Demostracion, final

Dado un ¢ > 0 arbitrario, tenemos por demostrar que qu_)m u(B(e, q)) = 0.
oo

o
Sea 0 > 0. Elijamos un s en N tal que 27° <¢, 22_" < 4.

Entonces para cualquier g > s obtenemos

B(e,q) C B(e,s) C B UA UA * v(p)),
B a) < S HARP N £ 5 <0

Hemos demostrado que I|m w(B(e,q)) =



Consecuencias y contraejemplos
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Del teorema demostrado sale un corolario simple.

Corolario

Supongamos que f, L g.
q g . -c.t.p.
Entonces existe v: N — N estrictamente creciente tal que f,(,) RAASL N g.
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Ejemplo de convergencia puntual, cuando no hay convergencia en medida

X =R, pu de Lebesgue, f, = 1[, ,11(, & = 0.
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Ejemplo de convergencia puntual, cuando no hay convergencia en medida

X =R, pu de Lebesgue, f, = 1[, ,11(, & = 0.

fi

o
=0
N
w
~
o1
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Ejemplo de convergencia puntual, cuando no hay convergencia en medida

X =R, pu de Lebesgue, f, = 1[, ,11(, & = 0.

fa

~0
(6]
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Tarea adicional: ejemplo de convergencia en medida, pero no c.t.p.

fi=g11 X =[0,1), u de Lebesgue,

f, son funciones indicadoras

de ciertos conjuntos,

g=0.
h=gr1 f3=g22

f1=g3,1 fs=g32 fo=g3,3
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Tarea adicional: ejemplo de convergencia en medida, pero no c.t.p.

fi=g11 X =[0,1), u de Lebesgue,

f, son funciones indicadoras

de ciertos conjuntos,

g=0.
h=gr1 f3=g22

Tarea: formalizar el ejemplo.
Escribir f, como g, g,
expresar n en términos de p, g,
fi=gs1 fi=es2 fo=egs,3 demostrar bien que Vx € [0,1)
- - la sucesion (fp(x))nen diverge

y que f, £ 0.
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Tarea adicional: un ejemplo relacionado con niimeros racionales

X =0,1], u la medida de Lebesgue.

Numeramos los niimeros racionales de [0, 1] como una sucesién (r,)pen.
Por ejemplo, se puede usar la sucesién de Farey:

1 1 3

1 1 2
rHh = — R = — fa = — e = — e = — - =
) 2 1’ 3 5’ 4 ) 5 3’ 6 ) 7 4’

r—g
177 3 4

Escribimos r, como p,/qn, donde p, y g, son primos relativos. Pongamos

fol(x) = exp (—(pn — x01)?) .

Demostrar que f, £ 0, pero para todo x € [0,1] la sucesién (f,(x))nen diverge.
Construir una subsucesion que converja a 0 casi en todas partes.
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Conclusiones
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