Ejemplos de analisis de varios tipos de convergencia

Objetivos. Aprender a analizar varios tipos de convergencia.

Requisitos. Varios tipos de la convergencia, descripcion en términos de los conjuntos
auxiliares.

Se propone el siguiente plan para analizar varios tipos de convergencia:

Calcular el limite puntual lim f,(x) para todo punto x € X.
n—oo

Determinar si la sucesién (f,),en converge puntualmente o en casi todas partes a
una funcion g.

Para todo n € N calcular sup |f,(z) — g(x)|.
reX

Usando el resultado del inciso ¢) determinar si la convergencia es uniforme.
Para todos ¢ > 0 y n € N calcular A(e,n).

Determinar si f, converge a g en medida pu.

Para todos ¢ > 0 y k € N calcular B(e, k).

Para todo € > 0 calcular C(¢).

Usando el resultado del inciso h) determinar si la convergencia es uniforme.
Calcular D. Comprobar el resultado del inciso b).

Utilizando el resultado del inciso h) determinar si tiene caso la convergencia casi
uniforme (llamada también convergencia de Egoroff).

Se el inciso k) tiene respuesta afirmativa, pero no tiene caso la convergencia uniforme,

para todo > 0 construir un conjunto E, tal que u(E,) <ny f, g g.
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1. Ejemplo. X =R, i es la medida de Lebesgue,
242
fo(z) =€ :
Solucién. Los dibujos muestran las gréficas de f; y f5 (las escalas de los ejes no son
iguales):

1. Calculo del limite puntual. Para cada punto fijo x en R calculemos el limite de
fn(z) cuando n — oo. Si x = 0, entonces f,(z) = 1 para cualquier n € N y por lo
tanto f,,(z) — 1. Si x # 0, entonces —n?x? — —oo y por eso f,(z) — 0. La funcién

limite es
(z) 1, z=0;
T) =
g 0, xeR\{0}.

Denotemos por h,, a la funcién |f, — g|:

0, x = 0;

hn(qj) = ‘fn(x) - g(:c)| = {e—n2z2 reR \ {0}

2. Analisis de la convergencia uniforme. Sea n € N. Notando que la funcién h,,
es par y positiva, obtenemos que

Sup |fu(z) — g(@)| = Sup hy () = max{h,(0), sup hn(2)} = sup ha().

La funcién h,, es decreciente en el intervalo (0, +0o0), por eso
sup | fn(z) — g(z)| = sup hyp(x) = lim h,(x) = 1.
z€eR x>0 z—07F
Concluimos que f,, no converge uniformemente a g.

3. Andlisis de la convergencia en medida. Es suficiente calcular A(e,n) para
cercanos a cero. Como las funciones h,, toman valores de 0 a 1, es natural suponer
que ¢ € (0, 1). Entonces

Ale,n) ={z €R: hy(z)>c}={z eR\{0}: ¢ ™ >¢}

~ (e eR\{0}: o <ln(1/e)/n’} = [‘%7()) - (0’ 1n<1_/5)] -

n
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Para cada € € (0, 1),

lim pu(A(e,n)) = lim 2ylnl/e) 0.

n—oo n—o0 n
Por lo tanto, f, = g.

. Anadlisis de la convergencia casi uniforme. En este ejemplo para cada ¢ > 0 la
sucesion (A(e,n))nen es decreciente, por eso

B(67k) = U A(g,n) = A(&,/{:) = [——"lrllgjl/ag)’()) U (07 IH]E}/E)] '

n>k
Para cada ¢ € (0, 1),
24/In(1
lim pu(B(e, k)) = lim 2y/In(i/e) = 0.

n—00 k—oo k

Por lo tanto, f, === g.

. Comprobacién de la convergencia puntual. Para cada ¢ € (0, 1), la sucesién
de conjuntos (B(e, k))ren es decreciente, y

lim —”111(1/6) =0

k—o0 k

Por eso

El conjunto de no convergencia es

D= |J Cle=2

Hemos comprobado que f,, ——.

. Conjuntos excepcionales de Egoroff. Sea > 0. Los incisos anteriores muestran
que los conjuntos B(e, k) se concentran cerca del punto 0, por eso definimos E como

E:[—Q,Q].
44

Entonces u(E) =n/2 <n,y

lim sup hy(z) = lime ™ 7/16 =0,
=0 zeR\E n—0

asi que f, % g. m
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2. Ejemplo. f,: R — R,
fn = X[n,n+1)-

Solucion. Los dibujos muestran las graficas de fo v f5:

1. Célculo del limite puntual. Para cada z € R definimos k¥ = max{1, |z| + 1}.
Entonces para cada n > k se cumplen las desigualdades

r<|z]+1<k<n,
asi que z ¢ [n,n+ 1)y f.(z) = 0. Por eso la funcién limite es 0:

g(x) = lim f,(z)=0 (z e R).

n—o0

2. Analisis de la convergencia uniforme. Para cada n € N

Sup |fn($) - g($)| = sup fn(x) =L
z€eR z€eR

La sucesién constante 1 no tiende a cero, por eso la sucesion (f,)nen no converge
uniformemente a g.

3. Andlisis de la convergencia en medida. Para cada e € (0,1) yn € N
Ale,n) ={z e R: [fu(r) —g(2)| Z e} = [n,n+ 1), p(Ale,n)) = L.

Para cada ¢ fijo en (0, 1), la sucesién (u(A(e,n)))nen no tiende a cero, por eso f, no
converge a g en medida.

4. Anélisis de la convergencia casi uniforme. Para cada € € (0,1) y cada k € N,

B(e, k) = U Ae,n) = U[n,n + 1) = [k, +00), wu(B(e, k)) = 4o0.

n>k n>k

Para cada ¢ fijo en (0,1), la sucesién (u(B(e, k)))ren no tiende a cero, por eso f,
no converge casi uniformemente a g. A la misma conclusién podemos llegar mas
facilmente: si no converge en medida, entonces no converge casi uniformemente.
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5. Comprobacién de la convergencia puntual. Para cada ¢ € (0,1),

C(e) = [ Ble.k) = [k, +o0) = @.

keN keN

El conjunto de no convergencia es

D= |J Cle=2
)

e€(0,1
Acabamos de comprobar que f, N g.

3. Ejemplo. X =R, i es la medida de Lebesgue,

fn<x> =

n

n? + a2’
4. Ejemplo. X = [0, 1], u es la medida de Lebesgue,

Jo(®) = 1/(m1),1/m)-

Analice varios tipos de convergencia en los siguientes ejemplos:
5. X =10,1), u es la medida de Lebesgue,
folz) = 2" (x €[0,1), n € N).

6. X =R, p es la medida de Lebesgue,

1

fn(l’) :m (ZL’GR, HGN)

7. X =R, u es la medida de Lebesgue,

n, x€[0,1/n],

fal@) =1 Ty = {0, r € R\ [0, 1/n].

Ejemplos de andlisis de varios tipos de convergencia, pagina 5 de 5



