Relaciones entre varios tipos de convergencia

Objetivos. Establecer relaciones entre varios tipos de convergencia: uniforme, puntual,
casi uniforme, casi en todas partes, en medida:
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Requisitos. Conocer todos los tipos de convergencia mencionados arriba y su descripcion
en términos de los conjuntos auxiliares A(e,n), B(e, k), C(¢e), D.

1. Ejercicio (la convergencia casi uniforme implica la convergencia en medida).
Sea f, === ¢. Entonces f, - ¢.

2. Teorema de Egéroff. Sea (X,J, ) un espacio con medida finita (u(X) < +00),
sea (fn)nen una sucesiéon de funciones F-medibles X — C y sea g: X — C una funcién

F-medible tales que f, ety g. Entonces f, == g.

Demostracion. La hypdtesis f, LN g significa que p(D) = 0. Vamos a demostrar que
para cualquier € > 0 se tiene que klim wu(B(e, k)) = 0.
—00

Sea ¢ > 0. De la contencién C(g) C D se sigue que u(C(e)) = 0. Recordamos que
C(e) = ken B(e, k) y que (B(e, k))ren es una sucesién decreciente. Ademés p(B(e,0)) <
p(X) < +oo. Por lo tanto podemos aplicar la féormula de la medida de la intersecciéon de
una sucesion decreciente:

Lim 1u(B(e. k (ﬂBek) 1(C(e)) = 0. O

keN
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3. Corolario (la convergencia casi en todas partes implica la convergencia en
medida). Sea (X,J,u) un espacio de medida finita (u(X) < +00), sea (fn)nen una
sucesion de funciones F-medibles X — C y sea g: X — C una funcién F-medible. Si

C.
fn preto, g, entonces f, - g.

4. Teorema. Sea (X, F, u) un espacio con medida, sea ( f,,)nen una sucesiéon en M(X, F, C)
tal que f, & g, donde g € M(X,J,C). Entonces existe una subsucesién (fu,)pen tal que
Jv, converge a g casi uniformemente.

Demostracion. Por la hipdtesis, para cualquier € > 0 se tiene que M(A € n)) — 0. Por lo
tanto, para cualesquiera e > 0y § > 0 existe un K(g,d) tal que ,u( e,n ) < ¢ para todo
n > K(e, o).

Construimos la sucesién de indices (v(p))pen mediante las reglas:

1 1 1 1
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En esta construccion es importante que (v(p))yen €s una sucesion estrictamente creciente,
=1
——0 y Z — < +o00.

op
p=1

p-c.u. .. .
Vamos a demostrar que f,, == g. Denotemos de la siguiente manera a los conjuntos
auxiliares que corresponden a la subsucesion (f,, )pen:

Ae,p) = A(e.v,),  Ble,q) = JAle.p) = Ale, 1)

P29 P29
Dado un ¢ > 0 arbitrario, tenemos por demostrar que lim u(B(e,q)) = 0. Para ello
q—00

elijamos un § > 0 arbitrario y demostremos que p(g(s, q)) < ¢ para todo ¢ a partir de
algin indice s. Elijamos un s € N tal que

1 =1
§<€, ;§<5

Entonces para cualquier ¢ > s se obtienen las contenciones

B(e,q) C E(a, s) C E(Z’S,s),

de las cuales se siguen las desigualdades

Ble,q) <3 p(A@" Z <6 a
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Ejemplos

5. Considérese la sucesién de funciones f,: Ry — R, donde R, = [0,+00), definida
mediante la regla
nT
I =

R
1. Demuestre que f,, —= 0.

. .. . . R
2. Determine si tiene caso la convergencia uniforme o no: f, == 0.
3. Para ¢ > 0 y n € N arbitrarios encuentre el conjunto A,(e).

4. Determine si f, £ 0 0 no, donde p es la medida de Lebesgue.

6. Tarea adicional. Definamos las funciones f,x: [0, 1] — R mediante la regla:

1, BEl<r<t
fp,k(x) = { P b

0, en otro caso.

Pongamos g¢,,(z) = f,(z) donde n = @%—k. Demuestre que g,, converge a 0 en medida,

pero el limite de g,(x) no existe en ningtin z € [0, 1].

7. Tarea adicional. Numeremos todos los niimeros racionales del intervalo [0, 1] en forma
de una sucesién (r,,)nen. Escribamos 7, como p,/q, donde p, y g, son primos relativos.
Pongamos

1. Demuestre que f,, — 0 en la medida de Lebesgue p.

2. Demuestre que para todo x € [0, 1] la sucesion (f,,(2))nen no tiene limite en ningin
punto z € [0, 1].

3. Construya una subsucesién que converja a 0 casi en todas partes.
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