Funciones contractivas

Objetivos. Definir el concepto de funciones contractivas y estudiar algunas de sus pro-
piedades basicas.

Prerrequisitos. Funciones uniformemente continuas, funciones Lipschitz continuas.

1 Definicién (funcién contractiva). Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcién f: X —
X se llama contractiva (funcion contractante, contraccion) si existe un L € [0,1) tal que

Va,b € X d(f(a), f(b)) < Ld(a,b).

En otras palabras, una funcién X — X se llama contractiva si es Lipschitz continua con
un coeficiente de Lipschitz estrictamente menor que 1.

2 Ejercicio. Sea (X, d) un espacio métrico y sea f: X — X. Mostrar que f es contractiva

si, y so6lo si,
o (@)

a,beX d(CL, b)
a#b

< 1.

3 Definicién (funcién corta, funcién estrictamente corta). Sea (X, d) un espacio métrico
ysea f: X — X. Se dice que f es corta o no-expansiva si

Vabe X d(f(a), f(¥)) < d(ab).
Se dice que f es estrictamente corta si

Va,be X d(f(a), f(b)) < d(a,b).

4 Ejercicio. Sea (X, d) un espacio métrico y sea f: X — X. Mostrar que f es estricta-
mente corta si, y soélo si,

Va,b € X (a;éb — M<1>.

5 Observacion. Obviamente, cada funcién contractiva es estrictamente corta.
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6 Ejercicio (hay funciones estrictamente cortas que no son contractivas). Consideremos
la funcién f: R — R definida mediante la regla

f(z) = arctg(x).
Notemos que para cada z en R,

1

= Sean a,b > 0, a < b. Usando el teorema del valor medio mostrar que

[f(b) = fla)] < |b—al.

= Sean a,b < 0, a < b. Usando el teorema del valor medio mostrar que

[f(b) = fla)] < b —al.

= Sean a,b € R, a < 0 < b. Verificar que

[f(b) = fa)l < 1F(b) = fO)] +1£(0) = fla)] < [b—al.

» Usando los incisos anteriores mostrar que f es estrictamente corta.

= Aplicando la regla de L’Hospital o algunos limites notables mostrar que

lim M = 1.
x—0 |Qj — 0‘

= Demostrar que
sup L@ =FON_
abeR a—>b
a#b

= Demostrar que f no es contractiva.

7 Lema (iteraciones de funciones contractivas son contractivas). Sea X un espacio métri-
coy sea f: X — X una funcion contractiva con coeficiente L, L € [0,1). Entonces para
cada n en Ny la funcion f" es contractiva con coeficiente L™.

Demostracion. Se demuestra facilmente por induccién. ]
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8 Proposicidén (desigualdad fundamental para funciones contractivas; Richard S. Palais,
2013). Sea (X,d) un espacio métrico y sea f: X — X una funcion contractiva con un
coeficiente L, L € [0,1). Entonces para cualesquiera a,b en X

da,b) < —— (d(a. f(a)) + d(b, F(1))). (1)

1—L
Demostracion. Aplicamos la desigualdad del tridngulo y luego la suposicion que f es
contractiva con coeficiente L:

d(a,b) < d(a, f(a)) + d(f(a), f(b)) + d(f(D),0)

<d
< d(a, f(a)) + Ld(a, ) + d(b, (b))

Pasamos el sumando Ld(a, b) al lado izquierdo:

(1= L)d(a,b) < d(a, f(a)) + (b, f(b)). (2)
Por la hipétesis, L < 1, asi que 1 — L > 0. Dividimos ambos lados de (2) entre 1 — L y
obtenemos (1). O

9 Definicién (punto fijo de una funcién). Sea X un conjunto, sea f: X — X y sea
p € X. Se dice que p es un punto fijo de f si f(p) = p.

10 Proposicién (unicidad del punto fijo de funciones contractivas). Sea (X, d) un espacio
métrico y sea f: X — X wuna funcion contractiva. Supongamos que a,b € X, f(a) =a y
f(b) =b. Entonces a = b.

Demostracion. Aplicamos (1) a los puntos dados a y b. El lado derecho se anula, por eso
concluimos que d(a,b) =0y a =b. O
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