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Objetivos

@ Introducir los operadores de traslacién 7p:

(thf)(x) == f(x — h).

@ Demostrar que la funcién h — 7xf es continua en ciertos espacios.



Prerrequisitos

@ Los espacios LP(R).
@ Funciones uniformemente continuas, el medidor de continuidad uniforme.

o La integral de Lebesgue y traslaciones.



Desplazamientos de una funciéon

Sea f € M(R,F,C) ysea heR.

Denotemos por 7,4f a la funcién
(Thf)(x) = f(x — h).

Ejercicio. Sea 1 < p < +oo, f € LP(R) y h e R.
Demostrar que 7,f € LP(R) y

I7afllp = I £llp-



Repaso: el medidor de continuidad uniforme

Dada f € CR, se define
wr(6) =sup{|f(x) = f(y)|: x,y €R, |x —y| < d}.

Proposicién

Sea f € CR. Entonces,

f e Cu(R) = (SlE)nOWf((S) =0 = (lsQf)Wf((S) = {0,




Repaso: el espacio C.(R)

Dada f en C(R,C),
supp(f) :=clos ({x € R: f(x)#0}).



Repaso: el espacio C.(R)

Dada f en C(R,C),
supp(f) :=clos ({x € R: f(x)#0}).

C(R) = {f € C(R,C): supp(f) es compacto}.



Repaso: el espacio C.(R)

Dada f en C(R,C),
supp(f) :=clos ({x € R: f(x)#0}).

C(R) = {f € C(R,C): supp(f) es compacto}.

Proposicién
Sea f € C(R,C). Entonces,

f € C/(R) = L >0 supp(f) C [-L,L].




Las funciones continuas de soporte compacto

son acotadas y uniformemente continuas

Proposicién
Cc (R) - Cbu(R) :




Demostracion, inicio

Sea f € C.(R). Elegimos L > 0 tal que supp(f) C [—L, L].



Demostracion, inicio

Sea f € C.(R). Elegimos L > 0 tal que supp(f) C [—L, L].

f es continua en [—2L,2L].



Demostracion, inicio

Sea f € C.(R). Elegimos L > 0 tal que supp(f) C [—L, L].

f es continua en [—2L,2L].

Como [—2L,2L] es un espacio compacto métrico,
f es acotada y uniformemente continua en [—2L,2L].



Demostracion, inicio

Sea f € C.(R). Elegimos L > 0 tal que supp(f) C [—L, L].

f es continua en [—2L,2L].

Como [—2L,2L] es un espacio compacto métrico,
f es acotada y uniformemente continua en [—2L,2L].

Por lo tanto, la imagen de f es la unién de dos conjuntos acotados:

FIR] = F[=L, L] U AR\ [-L, L]] = f[[-L, L]] U {0}



Demostracion, final

Sea e > 0.



Demostracion, final

Sea ¢ > 0. Como f es uniformemente continua en [—2L,2L], elegimos 6 > 0 tal que d < Ly

Vx,y € [-2L,2L] |x —y| <o = If(x)—f(y)| <e.
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Dados x, y en R, consideremos dos casos:



Demostracion, final
Sea ¢ > 0. Como f es uniformemente continua en [—2L,2L], elegimos 6 > 0 tal que d < Ly
Vx,y € [-2L,2L] |x —y| <o = If(x)—f(y)| <e.

Dados x, y en R, consideremos dos casos:

@ x,y € [-2L,2L]. Se aplica lo de arriba.



Demostracion, final

Sea ¢ > 0. Como f es uniformemente continua en [—2L,2L], elegimos 6 > 0 tal que d < Ly
Vx,y € [-2L,2L] Ix —y| <o = If(x) —f(y)| <e.

Dados x, y en R, consideremos dos casos:
@ x,y € [-2L,2L]. Se aplica lo de arriba.

@ |x| >2L o |y| >2L. Si|x| > 2L, entonces

ly| > |x| —|x—y|>2L—6 > L.



Demostracion, final

Sea ¢ > 0. Como f es uniformemente continua en [—2L,2L], elegimos 6 > 0 tal que d < Ly
Vx,y € [-2L,2L] Ix —y| <o = If(x) —f(y)| <e.

Dados x, y en R, consideremos dos casos:
@ x,y € [-2L,2L]. Se aplica lo de arriba.

@ |x| >2L o |y| >2L. Si|x| > 2L, entonces
yl = x| =Ix=y|>2L—6> L

Entonces, en este caso, f(x) = f(y) = 0.



Continuidad del desplazamiento en Cp,(R)

Proposicién
Sea f € Cpy(R) y sea a € R. Entonces,

li f—7.f =0.
b[‘)‘aHTb Taf ||sup




Demostracion

Para a,b en R y cada x en R,

|(76F)(x) = (TaF)(x)]



Demostracion

Para a,b en R y cada x en R,

|(76F)(x) = (af)(¥)| =



Demostracion

Para a,b en R y cada x en R,

(767)(x) = (raf)(X)| = [F(x = b) = f(x = a)| <



Demostracion

Para a,b en R y cada x en R,

(767)(x) = (raf)(X)| = [F(x = b) — F(x = a)| < wr(|b - a).



Demostracion

Para a,b en R y cada x en R,
[(7pf)(x) = (Taf)(X)| = |f(x — b) — f(x — a)| < wr(]b— a).

Por lo tanto,
[76f — Taf [[sup < wr(|b — al),



Demostracion

Para a,b en R y cada x en R,

(767)(x) = (raf)(X)| = [F(x = b) — F(x = a)| < wr(|b - a).

Por lo tanto,

176 = Tafllsup < wr([b — &),

Como f es uniformemente continua,



Demostracion

Para a,b en R y cada x en R,

(767)(x) = (raf)(X)| = [F(x = b) — F(x = a)| < wr(|b - a).

Por lo tanto,

176 = Tafllsup < wr([b — &),

Como f es uniformemente continua, esta expresién tiende a 0 cuando b — a.



Continuidad del desplazamiento respecto N, para f en C.(R)

Proposicién
Sean f € C.(R) p € [1,400), a € R. Entonces,

gi_nga Np(mpf — 7af) = 0.




Demostracion, inicio

Sea L > 0 tal que supp(f) C [—L, L].



Demostracion, inicio

Sea L > 0 tal que supp(f) C [—L, L].

Entonces,
supp(7af)



Demostracion, inicio

Sea L > 0 tal que supp(f) C [—L, L].

Entonces,
supp(7af) C



Demostracion, inicio

Sea L > 0 tal que supp(f) C [—L, L].

Entonces,
supp(7af) C [a—L,a+ L].



Demostracion, inicio

Sea L > 0 tal que supp(f) C [—L, L].

Entonces,

supp(7af) C [a—L,a+ L].

Sea b en R tal que |b — a| < L. Entonces,

supp(75£)



Demostracion, inicio

Sea L > 0 tal que supp(f) C [—L, L].

Entonces,

supp(7af) C [a—L,a+ L].

Sea b en R tal que |b — a| < L. Entonces,

supp(7pf) C



Demostracion, inicio

Sea L > 0 tal que supp(f) C [—L, L].

Entonces,

supp(7af) C [a—L,a+ L].

Sea b en R tal que |b — a| < L. Entonces,

supp(7pf) C [b— L, b+ L]



Demostracion, inicio

Sea L > 0 tal que supp(f) C [—L, L].

Entonces,

supp(7af) C [a—L,a+ L].

Sea b en R tal que |b — a| < L. Entonces,

supp(7pf) C [b—L,b+ L] C



Demostracion, inicio

Sea L > 0 tal que supp(f) C [—L, L].

Entonces,

supp(7af) C [a—L,a+ L].

Sea b en R tal que |b — a| < L. Entonces,

supp(7pf) C [b—L,b+ L] C [a—2L,a+2L].



Demostracion, final

Luego,

Np(mpf — 7af )P



Demostracion, final

Luego,

Np(mpf — 7af )P



Demostracion, final

Luego,

N (rof — 7of)P = /\f(x —b) — f(x — a)|P dx
R



Demostracion, final

Luego,

N (rof — 7of)P = /\f(x —b) — f(x — a)|P dx
R



Demostracion, final

Luego,
N (rof — 7of)P = /|f(x —b) — f(x — a)|P dx
R

- / F(x — b) — F(x — a)| dx
[a—2L,a+2L]



Demostracion, final

Luego,

N (rof — 7of)P = /|f(x —b) — f(x — a)|P dx
R

- / F(x — b) — F(x — a)| dx
[a—2L,a+2L]

<



Demostracion, final

Luego,

N (rof — 7of)P = /|f(x —b) — f(x — a)|P dx
R

- / F(x — b) — F(x — a)| dx
[a—2L,a+2L]

< 4Lwe(|b — al).



Demostracion, final

Luego,

N (rof — 7of)P = /|f(x —b) — f(x — a)|P dx

R

_ / IF(x — b) — f(x — a)| dx
[a—2L,a+2L]

< 4Lwe(|b — al).

Como f € Cy(R), la dltima expresién tiende a 0 cuando b — a.



Continuidad del desplazamiento en LP(R)

Teorema
Sean 1 < p < +oo, f € L}(R), a € R. Entonces,

lim ||75f — Taf||p = 0.
Jim Ji7uf = 7af




Demostracion

Sea e > 0.



Demostracion

Sea ¢ > 0. Usando la densidad de C.(R) en LP(R),



Demostracién
Sea ¢ > 0. Usando la densidad de C.(R) en LP(R), encontramos g en C.(R) tal que

If —gllp <



Demostracion

Sea ¢ > 0. Usando la densidad de C.(R) en LP(R), encontramos g en C.(R) tal que

3

f—glp<



Demostracion

Sea ¢ > 0. Usando la densidad de C.(R) en LP(R), encontramos g en C.(R) tal que

3

f—glp<

Usando la proposicién anterior,



Demostracion

Sea ¢ > 0. Usando la densidad de C.(R) en LP(R), encontramos g en C.(R) tal que

3

f— <

Usando la proposicién anterior, encontramos 0 > 0 tal que

3

Vbe (a—d,a+0) | Tbg — Tagllp < 3



Demostracion

Sea ¢ > 0. Usando la densidad de C.(R) en LP(R), encontramos g en C.(R) tal que

3

f— <

Usando la proposicién anterior, encontramos 0 > 0 tal que

Vbe(a—6,a+0)  |mog —Taglly < %

Entonces, para cada b en (a — J, a + de), obtenemos

I76f = Taf|lp <



Demostracion

Sea ¢ > 0. Usando la densidad de C.(R) en LP(R), encontramos g en C.(R) tal que

3

f— <

Usando la proposicién anterior, encontramos 0 > 0 tal que

Vbe(a—6,a+0)  |mog —Taglly < %

Entonces, para cada b en (a — J, a + de), obtenemos

”be - 7'air”p < HTb(f - g)Hp + HTbg - Tang + HTa(g - f)HP



Demostracion

Sea ¢ > 0. Usando la densidad de C.(R) en LP(R), encontramos g en C.(R) tal que

3

f— <

Usando la proposicién anterior, encontramos 0 > 0 tal que

Vbe(a—6,a+0)  |mog —Taglly < %

Entonces, para cada b en (a — J, a + de), obtenemos

”be - 7'air”p < HTb(f - g)Hp + HTbg - Tang + HTa(g - f)HP <



Demostracion

Sea ¢ > 0. Usando la densidad de C.(R) en LP(R), encontramos g en C.(R) tal que

3

f— <

Usando la proposicién anterior, encontramos 0 > 0 tal que

Vbe(a—6,a+0)  |mog —Taglly < %

Entonces, para cada b en (a — J, a + de), obtenemos

ITof — Taf llp < l76(f — &)llp + |78 — Tagllp + |7a(g — ), < e



