Continuidad de la integral de Lebesgue
respecto al conjunto de integracién

En este tema suponemos que (X, F, i) es un espacio de medida.
1 Lema. Sea f € LY X, F, 1, [0, +00]), esto es, f € M(X,F, [0, +o0]) ¥y

/ Fdu < 400, (1)

Para cada m en N pongamos
Ap, ={reX: f(x)>m}.

Entonces

lim /\f|du:0.
m— 00
A

Primera demostracion. Esta demostracion estd basada en el teorema de la convergencia
monotona. Para cada m en N definimos B,,, como

B =X \An,={reX: f(x)<m}.
Ademas, pongamos
Ao ={z e X: f(z) =40}, Biw=X\Ann={x€X: f(z)<+o0}.
Como ya sabemos, la condicién (1) implica que p(A;) = 0. Luego

[ ran=o

Adoo

De la igualdad (0, +00) = (J,,cn(0,m), sacando las preimdgenes bajo f, obtenemos

By = | J Bn

meN

Luego se tiene la convergencia puntual creciente 1p,, — 1p, _, y la convergencia puntual
creciente flp,, — flp, . Por el teorema de la convergencia mondtona,

i [ 10 0= / flp.. da.

m—o0

Jim. fdu—/fdu—/fdu+/fdu /fdu

Todas estas expresiones son ﬁn1tas Luego

Jim [ fdp= /fd,u— lim /fdu_o 0

esto es,
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Segunda demostracidn. Definimos v: F — [0, +00] como
v(Y) = / fdpu.
Y

Sabemos que v es una medida (lo hemos demostrado usando el teorema de la convergencia
mondtona). Igual que en la primera demostracién, definimos

Aueo={z€X: f(z)=+o0}
y notamos que u(Aiy) =0y
V(Aioo) = / fdu=0.
A+oo
Como (),,en(m, +00] = {+00}, sacando las preimédgenes bajo f obtenemos
() An = Aseer
meN

La sucesién (A,,)men es decreciente, y
v = [faus [fap<toc
A X

Aplicamos la continuidad de la medida v por arriba:

lim v(An,) =v(Aiw) =0. O

m—0o0

2 Ejercicio. En las condiciones del Lema 1, definimos A, de la misma manera para cada
v>0:
A, ={reX: f(x)>v}

Demostrar que
lim /|f|d,u:().
Vv—+00
Ay

Sugerencia: mostrar que si v > m, entonces A, C A,, v

waszjw.

3 Ejercicio. Supongamos que f € LY(X,F, u, [0, +00)), es decir, se cumple la condicién
del Lema 1 y todos los valores de f son finitos. ;Como se simplifican en este caso las dos
demostraciones del Lema 17
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4 Teorema (continuidad de la integral de Lebesgue respecto al conjunto de integracion, el
caso de funciones positivas). Sea f € LY (X, F, u, [0, +00]), esto es, f € M(X,TF, [0, +o0])
Y

/fd,u < +00.
X
Entonces para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que para cualquier Y en F con u(Y) < 6, se

cumple que
/fdu <e.
Y

Demostracion. Sea ¢ > 0. Usando el Lema 1 encontramos un m en N tal que

A{ fdu<e/2.

Pongamos
R—
=g
Sea Y € F con p(Y) < 4. Entonces
[isiau= [ 1nau+ [ irdn<S oo = a
Y Y Am Y\Am

5 Corolario (continuidad de la integral de Lebesgue respecto al conjunto de integracién,
el caso de funciones complejas). Sea f € LY X, F, u, C), esto es, f € M(X,F,C) y

/]f]du<+oo.
X

Entonces para cada € > 0 existe un § > 0 tal que para cualquier Y en F con u(Y) <6, se
cumple que

[171dn <=

Y

Vamos a ver que si f € £ y dos conjuntos medibles A y B son cercanos en el sentido
que su diferencia simétrica A A B tiene medida pequena, entonces las integrales [, fdu
e[ 5 J dp son niimeros cercanos.

6 Proposicién. La funcion &: F — [0, +00|, definida mediante la regla
§(A,B) = (AL B),

es una pseudométrica.
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Demostracion. Este resultado, ya visto anteriormente, estd basado en la contencién
AANBC(AAC)U(CA B). m

7 Proposicién. Sea f € LY(X,F, u, C). Dotamos el conjunto F de la pseudométrica & y
definimos n: § — C,

o) = [ fan

Entonces la funcion n es uniformemente continua, esto es, cada € > 0 existe un 6 > 0 tal
que para cualesquiera A, B en F con (A A B) < 6, se cumple que

A/fdu—B/fdu <e.

Demostracion. Encontremos § como en el Corolario 5, y supongamos que u(A A B) < 4.
Notamos que el conjunto A es la unién disjunta de AN By A\ B, y el conjunto B es la
unién disjunta de AN By B\ A. Luego

A/fdu—B/fdu | [ s [rau= [ rau- [ ra

UNB A\B ANB B\A
z/fdu—/fduﬁ/fdqu/fdu

A\ B B\A \B \A
< [utdns [ifiau= [ 1ndn<= m
A\B B\A AAB
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