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Espacio vectorial topoldgico

Sea V un espacio vectorial complejo.

Denotemos por A la operacién de adicién:
AV XV =V, A(u,v) =u+v.
Denotemos por M la operacién de multiplicacién por escalares:

M:CxV =V, M(X, v) = Av.



Espacio vectorial topoldgico

Sea V un espacio vectorial complejo.

Denotemos por A la operacién de adicién:
AV XV =V, A(u,v) =u+v.
Denotemos por M la operacién de multiplicacién por escalares:
M:CxV =V, M(X, v) = Av.

Definicidn. Sea V un espacio vectorial complejo y sea 7 una topologia en V.

Se dice que (V,7) es un espacio vectorial topolégico si Ay M son continuas.



Topologia del producto de dos espacios topoldgicos (repaso)

Sean (X1, 71) y (X2, 72) espacios topoldgicos.



Topologia del producto de dos espacios topoldgicos (repaso)

Sean (X1, 71) y (X2, 72) espacios topoldgicos.

Recordar la definicion de la topologia del producto en X x X5.



Topologia del producto de dos espacios topoldgicos (repaso)

Sean (X1,71) y (X2, 72) espacios topolégicos.
Recordar la definicion de la topologia del producto en X x X5.
Mostrar que los conjuntos de la forma

A1 X Ay, AL €T, A€,

son elementos de la topologia del producto.



Proposicién (EN es EVT)
Sea (V]| - ||) un espacio normado y sea 7 la topologia inducida por la norma.

Entonces (V/, 7) es un espacio vectorial topolégico.




Proposicién (EN es EVT)
Sea (V]| - ||) un espacio normado y sea 7 la topologia inducida por la norma.

Entonces (V/, 7) es un espacio vectorial topolégico.

Vamos a demostrar esta proposicion en las siguientes paginas.



Preparamos a demostrar que EN es EVT.

i Qué vecindades usamos en V x V7

El espacio V2 se considera con la topologia del producto.
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El espacio V2 se considera con la topologia del producto.
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B\/(a, (51) X Bv(b, 52)



Preparamos a demostrar que EN es EVT.

i Qué vecindades usamos en V x V7

El espacio V2 se considera con la topologia del producto.

Dado (a, b) en V2, los siguientes conjuntos son vecindades abiertas de (a, b):

B\/(a, (51) X Bv(b, 52)

Notemos que

By(a,01) x By(b,32) = {(u,v) € V2:  [u=—a <& A |v—b| <}



Preparamos a demostrar que EN es EVT.

i Qué vecindades usamos en V x V7

El espacio V2 se considera con la topologia del producto.

Dado (a, b) en V2, los siguientes conjuntos son vecindades abiertas de (a, b):

B\/(a, (51) X B\/(b, 52)

Notemos que

By(a,01) x By(b,32) = {(u,v) € V2:  [u=—a <& A |v—b| <}

Mas adn, cualquier vecindad abierta de (a, b) contiene un conjunto de esta forma.



Preparamos a demostrar que EN es EVT.

i Qué vecindades usamos en C x V7

El espacio C x V también se considera con la topologia del producto.



Preparamos a demostrar que EN es EVT.

i Qué vecindades usamos en C x V7

El espacio C x V también se considera con la topologia del producto.

Dado (&, a) € C x V, los siguientes conjuntos son vecindades abiertas de (&, a):



Preparamos a demostrar que EN es EVT.

i Qué vecindades usamos en C x V7

El espacio C x V también se considera con la topologia del producto.

Dado (&, a) € C x V, los siguientes conjuntos son vecindades abiertas de (&, a):

B(C(‘fa 51) X BV(av 52)



Preparamos a demostrar que EN es EVT.

i Qué vecindades usamos en C x V7

El espacio C x V también se considera con la topologia del producto.

Dado (&, a) € C x V, los siguientes conjuntos son vecindades abiertas de (&, a):

B(C(‘Sa 51) X BV(av 52)

Notemos que

BC(§,61)><Bv(a,ég):{(n,u)e(Cx V: ’?7—§| <4 A Hu—aH <52}.



Preparamos a demostrar que EN es EVT.

i Qué vecindades usamos en C x V7

El espacio C x V también se considera con la topologia del producto.

Dado (&, a) € C x V, los siguientes conjuntos son vecindades abiertas de (&, a):

B(C(‘Sa 51) X BV(aa 52)

Notemos que

Bc(§,51)xBv(a,(SQ):{(n,U)G(CX V: ’n—§| <4 A HU—&H <52}.

Mas adn, cualquier vecindad abierta de (&, a) contiene un conjunto de esta forma.



EN es EVT: continuidad de la adicion

Sean a,be V, e > 0.
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EN es EVT: continuidad de la adicion

Sean a,b€ V,e>0. Pongamos
0=

Siu,veV, |lu—al <94, |v—b| <9, entonces

|A(u, v) — A(a, b)|



EN es EVT: continuidad de la adicion

Sean a,b€ V,e>0. Pongamos
0=

Siu,veV, |lu—al <94, |v—b| <9, entonces

|A(u, v) — A(a, b)|| =



EN es EVT: continuidad de la adicion

Sean a,b€ V,e>0. Pongamos
0=

Siu,veV, |lu—al <94, |v—b| <9, entonces

[ACu, v) = A(a, b)|| = [[(u+ v) — (a + )|



EN es EVT: continuidad de la adicion

Sean a,b€ V,e>0. Pongamos
0=

Siu,veV, |lu—al <94, |v—b| <9, entonces

[A(u, v) = A(a, b)|| = [[(u+ v) — (a + b)[| =



EN es EVT: continuidad de la adicion

Sean a,b€ V,e>0. Pongamos
0=

Siu,veV, |lu—al <94, |v—b| <9, entonces

[A(u, v) = A(a, b)|| = [[(u + v) = (a + b)I| = [[(u = a) + (v — b]]|



EN es EVT: continuidad de la adicion

Sean a,b€ V,e>0. Pongamos
0=

Siu,veV, |lu—al <94, |v—b| <9, entonces

[A(u, v) = A(a, b)|| = [[(u + v) = (a + b)I| = [[(u = a) + (v — b]]|

IN



EN es EVT: continuidad de la adicion

Sean a,b€ V,e>0. Pongamos
0=

Siu,veV, |lu—al <94, |v—b| <9, entonces
[A(u, v) = A(a, b)|| = [[(u + v) = (a + b)I| = [[(u = a) + (v — b]]|

< |lu—all + v = bl



EN es EVT: continuidad de la adicion

Sean a,b€ V,e>0. Pongamos
0=

Siu,veV, |lu—al <94, |v—b| <9, entonces
[A(u, v) = A(a, b)|| = [[(u + v) = (a + b)I| = [[(u = a) + (v — b]]|

< |lu—all +[lv = bl <



EN es EVT: continuidad de la adicion

Sean a,b€ V,e>0. Pongamos
0=

Siu,veV, |lu—al <94, |v—b| <9, entonces
[A(u, v) = A(a, b)|| = [[(u + v) = (a + b)I| = [[(u = a) + (v — b]]|

<|lu—a||+|lv->b||<d+0o



EN es EVT: continuidad de la adicion

Sean a,b€ V,e>0. Pongamos
0=

Siu,veV, |lu—al <94, |v—b| <9, entonces
[A(u, v) = A(a, b)|| = [[(u + v) = (a + b)I| = [[(u = a) + (v — b]]|

<|lu—al|+]|lv->b|]<d+d=



EN es EVT: continuidad de la adicion

Sean a,b€ V,e>0. Pongamos

(5:5

Siu,veV, |lu—al <94, |v—b| <9, entonces

[A(u, v) = A(a, b)|| = [[(u + v) = (a + b)I| = [[(u = a) + (v — b]]|

<lu—al+|lv—>b|<5+5=



EN es EVT: continuidad de la adicion

Sean a,b€ V,e>0. Pongamos

(5:5

Siu,veV, |lu—al <94, |v—b| <9, entonces

[A(u, v) = A(a, b)|| = [[(u + v) = (a + b)I| = [[(u = a) + (v — b]]|

<|lu—al|+]|lv—>b|<d+d=ce.



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Sean ae V, £ € C, € > 0. Pongamos

0=



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Sean ae V, £ € C, € > 0. Pongamos

0=

SiueV,neC, |lu—al| <4, |n—¢ <0, entonces



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Sean ae V, £ € C, € > 0. Pongamos

0=

SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Sean ae V, £ € C, € > 0. Pongamos

0=

SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

IM(n, u) = M(E; a)



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Sean ae V, £ € C, € > 0. Pongamos

0=

SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

IM(n, u) = M(¢; a)| =



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Sean ae V, £ € C, € > 0. Pongamos
6=
SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

IM(n, u) = M(8, a)|| = [[nu — &all



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Sean ae V, £ € C, € > 0. Pongamos
6=
SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

IM(n, u) = M(, a)|| = [[nu — &al| =



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Sean ae V, £ € C, € > 0. Pongamos
6=
SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

[M(n, u) — M(&,a)|| = [Inu — &al| = |[nu — na+na—&all



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Sean ae V, £ € C, € > 0. Pongamos
6=
SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

[M(n, u) — M(&,a)|| = [Inu — &al| = |[nu — na+na—&all

IN



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares
Seanae V, £ € C, € > 0. Pongamos

0=
SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

[M(n, u) — M(&,a)|| = [Inu — &al| = |[nu — na+na—&all

< [nlflu = all + |n = €] ||l



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares
Seanae V, £ € C, € > 0. Pongamos

0=
SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

[M(n, u) — M(&,a)|| = [Inu — &al| = |[nu — na+na—&all

< Inlllu—all +[n—=¢&lllall < (6 +1¢)d + 44l



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares
Seanae V, £ € C, € > 0. Pongamos

0=
SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

[M(n, u) — M(&,a)|| = [Inu — &al| = |[nu — na+na—&all

< Inlllu—all +[n—=¢&lllall < (6 +1¢)d + 44l



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Seanae V, £ € C, € > 0. Pongamos

0=
SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

[M(n, u) — M(&,a)|| = [Inu — &al| = |[nu — na+na—&all
<Inlllu—all + |n =&l llall < (6 + [£])d + d]|al

= (Il + lall +6) 0



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Seanae V, £ € C, € > 0. Pongamos

g
e+l +1+e

0:
SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

[M(n, u) — M(&,a)|| = [Inu — &al| = |[nu — na+na—&all
<Inlllu—all + |n =&l llall < (6 + [£])d + d]|al

= (I&l +llall +6)d <



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Seanae V, £ € C, € > 0. Pongamos

&

0= )
€]+ llall +1 +¢

SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,
IM(n, u) = M(&, a)|| = [lnu — &al| = [[nu —na+na — &a||
< [nl llu = all + [n = &l llall < (6 +1£1)6 + d]lall

= (I€] + llall + ) & < (€] + [lall +1) 6



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Seanae V, £ € C, € > 0. Pongamos

g
e+l +1+e

0:
SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

[M(n, u) — M(&,a)|| = [Inu — &al| = |[nu — na+na—&all
<Inlllu—all + |n =&l llall < (6 + [£])d + d]|al

= (I&l +llall + )0 < ([€] + llall +1)6 <



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Seanae V, £ € C, € > 0. Pongamos

g
e+l +1+e

0:
SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

[M(n, u) — M(&,a)|| = [Inu — &al| = |[nu — na+na—&all
<Inlllu—all + |n =&l llall < (6 + [£])d + d]|al

= (Il + llall + )0 < ([¢] + lal + 1) 0 < e.



EN es EVT: continuidad de la multiplicaciéon por escalares

Seanae V, £ € C, € > 0. Pongamos

g
e+l +1+e

0:
SiueV,neC, ||lu—al <4, |n—¢& <4, entonces || =|n—&E+& <d+1¢,

[M(n, u) — M(&,a)|| = [Inu — &al| = |[nu — na+na—&all
<Inlllu—all + |n =&l llall < (6 + [£])d + d]|al

= (Il + llall + )0 < ([¢] + lal + 1) 0 < e.



Demostracién de la continuidad de A en el lenguaje de bolas



Demostracién de la continuidad de A en el lenguaje de bolas

Dados a,b € V' y € > 0, pongamos ¢ := £/2. Entonces



Demostracién de la continuidad de A en el lenguaje de bolas

Dados a,b € V' y € > 0, pongamos ¢ := £/2. Entonces

A[B(a,6) x B(b, )]



Demostracién de la continuidad de A en el lenguaje de bolas

Dados a,b € V' y € > 0, pongamos ¢ := £/2. Entonces

A[B(a,d) x B(b,0)] =



Demostracién de la continuidad de A en el lenguaje de bolas

Dados a,b € V' y € > 0, pongamos ¢ := £/2. Entonces

A[B(a,0) x B(b,0)] = {weV: 3(uv)€B(a,6) x B(b,d) w=Auv)}



Demostracién de la continuidad de A en el lenguaje de bolas

Dados a,b € V' y € > 0, pongamos ¢ := £/2. Entonces

A[B(a,0) x B(b,0)] = {weV: 3(uv)€B(a,6) x B(b,d) w=Auv)}



Demostracién de la continuidad de A en el lenguaje de bolas

Dados a,b € V' y € > 0, pongamos ¢ := £/2. Entonces
A[B(a,0) x B(b,0)] = {weV: 3(uv)€B(a,6) x B(b,d) w=Auv)}

= {WG V: 3Fue B(a,§) 3TveB(b,)) W:A(U»V)}



Demostracién de la continuidad de A en el lenguaje de bolas

Dados a,b € V' y € > 0, pongamos ¢ := £/2. Entonces
A[B(a,0) x B(b,0)] = {weV: 3(uv)€B(a,6) x B(b,d) w=Auv)}
= {weVv: JueB(as) IveB(bI) w=Auv)}

= B(a,d) + B(b,5)



Demostracién de la continuidad de A en el lenguaje de bolas

Dados a,b € V' y € > 0, pongamos ¢ := £/2. Entonces
A[B(a,0) x B(b,0)] = {weV: 3(uv)€B(a,6) x B(b,d) w=Auv)}
= {weVv: JueB(as) IveB(bI) w=Auv)}

— B(a,8) + B(b,5) =



Demostracién de la continuidad de A en el lenguaje de bolas

Dados a,b € V' y € > 0, pongamos ¢ := £/2. Entonces
A[B(a,0) x B(b,0)] = {weV: 3(uv)€B(a,6) x B(b,d) w=Auv)}
= {weVv: JueB(as) IveB(bI) w=Auv)}

— B(a,8) + B(b,5) = B(a+ b, 26)



Demostracién de la continuidad de A en el lenguaje de bolas

Dados a,b € V' y € > 0, pongamos ¢ := £/2. Entonces
A[B(a,0) x B(b,0)] = {weV: 3(uv)€B(a,6) x B(b,d) w=Auv)}
= {weVv: JueB(as) IveB(bI) w=Auv)}

= B(a,8) + B(b,8) = B(a+ b,25) =



Demostracién de la continuidad de A en el lenguaje de bolas

Dados a,b € V' y € > 0, pongamos ¢ := £/2. Entonces
A[B(a,0) x B(b,0)] = {weV: 3(uv)€B(a,6) x B(b,d) w=Auv)}
= {weVv: JueB(as) IveB(bI) w=Auv)}

= B(a,d)+ B(b,0) = B(a+ b,20) = B(a+ b,¢).



Demostrar la continuidad de M en el lenguaje de bolas

Ejercicio. Mostrar que

Be(€,01) Bv(a,62) = | (nBv(a,02)).
neBe(€,61)



Demostrar la continuidad de M en el lenguaje de bolas

Ejercicio. Mostrar que

Be(€,01) Bv(a,62) = | (nBv(a,02)).
neBe(€,61)

Ejercicio. Demostrar la continuidad de funcién M usando el lenguaje de bolas.



Continuidad de las operaciones lineales, en términos de sucesiones

Corolario
Sea V un espacio normado complejo. Supongamos que u,v € VN ne CN a,be V, £ €C,

lim ug = a, lim vy, = b, lim n, = €.
k—o00 k—o0 k—o00

Entonces

lim (ux + vk) = a+ b, lim (kuk) = €a.
k—o00 k—o0




Continuidad de las operaciones lineales, en términos de sucesiones

Corolario

Sea V un espacio normado complejo. Supongamos que u,v € VN ne CN a,be V, £ €C,

lim ug = a, lim vy, = b, lim n, = €.
k—oc0 k—oc0 k—oc0
Entonces
lim (uk aF Vk) =a+ b, lim (nkuk) = £a.
k—o00 k— 00

Ejercicio: demostrar esta afirmacién de manera directa.



Los desplazamientos son homeomorfismos

Proposicién

Sea (V.|| - ||) un espacio normado complejo y sea a € V. Definimos
T,: V=V, Ta(x) = x + a.

Entonces T, es un homeomorfismo.

Ejercicio: demostrar la proposicion.



Las dilataciones son homeomorfismos

Proposicién

Sea V un espacio normado complejo y sea A € C\ {0}. Definimos
Sy: V=V, Sa(x) = Ax.

Entonces S, es un homeomorfismo.

Ejercicio: demostrar la proposicién.



Continuidad de la norma

Proposicién

Sea V un espacio normado complejo. Entonces la funcién || - || es continua.




Continuidad de la norma

Proposicién

Sea V un espacio normado complejo. Entonces la funcién || - || es continua.

Demostracion.



Continuidad de la norma

Proposicién

Sea V un espacio normado complejo. Entonces la funcién || - || es continua.

Demostracion.

Recordamos la desigualdad inversa del triangulo para la norma:

el = vl | < llo= vl



Continuidad de la norma

Proposicién

Sea V un espacio normado complejo. Entonces la funcién || - || es continua.

Demostracion.

Recordamos la desigualdad inversa del triangulo para la norma:
el = vl | < llo= vl

Esta desigualdad implica que || - || es Lipschitz continua.



Continuidad de la norma, en términos de sucesiones

Ejercicio.
Sea V un espacio normado complejo, sea u € VN ysea v e V.

Supongamos que

lim u, = v.
n—o0

Demostrar de manera directa que

Tim [lua|) = v



