Completez de espacios normados
y convergencia absoluta de series

Objetivos. Demostrar el criterio de completez para espacios normados, en términos de
series convergentes.

Prerrequisitos. Sucesiones de Cauchy, sucesiones regulares de Cauchy, espacios métricos
completos, criterio de completez de espacios métricos en términos de sucesiones regulares

de Cauchy.

Aplicaciones. Completez de cocientes de espacios normados, completez de los espacios
P(N) y LP(X, ).

1 Definicién (sucesién regular de Cauchy, repaso). Sea (X, d) un espacio métrico y sea
r = (Tp)nen una sucesion en X. Se dice que x es una sucesion reqular de Cauchy si para
cada n en N se cumple la siguiente desigualdad:

d(Tpy1, 1n) <2770

2 Proposicién (criterio de completez de un espacio métrico, en términos de sucesiones
regulares de Cauchy, repaso). Sea X un espacio métrico. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

(a) X es completo, esto es, cada sucesion de Cauchy en X es convergente.

(b) Cada sucesion reqular de Cauchy en X es convergente.

3 Definicién (espacio de Banach). Un espacio de Banach es un espacio normado com-
pleto.

4 Definicién (convergencia de series en un espacio normado). Sea V' un espacio normado,
sea v € VN y sea y € V. Se dice que la serie > 7 | x, converge al vector y y se escribe

oo
§ Tn =Y,
n=1
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k [e.e]
si la sucesion de las sumas parciales <Zn:1 xn>k X converge al vector y, esto es,
k
lim g Tn — Yyl = 0.
k—o0
n=1

5 Proposicién (criterio de completez para espacios normados). Sea V' un espacio nor-
mado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) V es completo.

(b) Para cualquier sucesion (xy,)nen en V', si la serie numérica Z |z, || converge, en-
neN
tonces la serie Z T, converge.
neN

Demostracion. (a)=(b). Esta parte a veces se llama el teorema de Weierstrass de la
convergencia absoluta. Supongamos que V es completo. Sea x € VN tal que

D llzall < +oc. (1)
n=1

Para cada k en N denotemos por s; a la k-ésima suma parcial de la serie dada, y por ¢
la k-ésima suma parcial de la serie formada por las normas:

k k
Sy = Z:cn, ty = Z l|n]].
n=1 n=1

Sea € > 0. Usando la condicién (1) encontramos un m en N tal que para cada p,q en N
con p,q > m se cumple
|ty — tq] <.
Entonces para cada p,q > m con p < ¢ tenemos que
q q

[sq — spll = Z Tn|| < Z 2] =1, — tp <e.

n=p+1 n=p+1

Hemos mostrado que la sucesién s es de Cauchy. Luego, por la suposicién (a), esta su-
cesion tiene un limite y. Por la definicién de la convergencia de series, esto significa que

E:;iﬂ,xn =Y.

(b)=(a). Supongamos que se cumple la condicién (b). Tenemos por demostrar que V' es
completo. Sea (z,)nen una sucesién regular de Cauchy. Formamos las diferencias sucesivas
de sus elementos:

Uy = T, up =z — 1 (k>1).
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Entonces

Z urll = ||z + Z |loe — zp—a| < |z + ZQ"“ < 4o00.
=2 k=2

keN k=

Por la hipétesis (b), la serie ), ux converge. Pero las sumas parciales de esta serie
forman la sucesién original (z,,),en:

Zuk :Q31+Z<l’k—l’k,1) = Ty. ]
k=1 k=2
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