Completez de espacios métricos (repaso)

Objetivos. Repasar los conceptos de sucesion de Cauchy y sucesién regular de Cauchy.
Demostrar el criterio de completez para espacios métricos, en términos de sucesiones
regulares de Cauchy.

Prerrequisitos. Sucesiones de Cauchy, sucesiones regulares de Cauchy, espacios métricos
completos.

Aplicaciones. Completez de los espacios normados, completez de los espacios *(N) y
LP(X, ).

Definicion de completez de espacios métricos, repaso

1 Definicién (sucesiéon de Cauchy). Sea (X,d) un espacio métrico y sea ()nen una
sucesion en X. jCudndo se dice que (x,),en es de Cauchy? Recordar la definicién. Otras
frases equivalentes: sucesion fundamental, sucesion convergente en si.

2 Proposicién (cada sucesién convergente es de Cauchy). Sea (X, d) un espacio métrico
y sea (Tn)nen una sucesion en X. Supongamos que y € X y lim, o x, = y. Entonces la
sucesion (Ty)nen €s de Cauchy.

Idea de demostracion. Usar la desigualdad del tridngulo:

d(xm, xn) < d(Tm,y) + d(y, x,). O

3 Definicién (espacio métrico completo). Un espacio métrico (X, d) se llama completo
si cada sucesion de Cauchy en este espacio tiene un limite.

4 Proposicién (cada sucesion de Cauchy con una subsucesion convergente es convergen-
te). Sean (X,d) un espacio métrico, (z,)nen una sucesion en X v: N — N una sucesion
estrictamente creciente, y € X. Supongamos que
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» (z,)nen es de Cauchy,

n i =.
Jim v =y

Entonces lim z,, = y.
n—oo

Idea de demostracion. Usar la desigualdad del tridngulo

d(xp,y) < d(Tn, Toy) + Ao, Y)-

Explicar bien la légica: a partir de un nimero € > 0 dado, construir ciertos indices. [

Criterio de completez de espacios métricos en términos de
sucesiones regulares de Cauchy, repaso

5 Definicién (sucesion regular de Cauchy). Sea (X, d) un espacio métrico y sea (2, )nen
una sucesiéon en X. Se dice que (z,,)nen €8 una sucesion reqular de Cauchy si para cada n
en N se cumple la siguiente desigualdad:

d(Tpi1,7,) <277

6 Proposicién. Sea (X,d) un espacio métrico y sea (x,)nen una sucesion regular de
Cauchy en X. Entonces (Tn)nen €s una sucesion de Cauchy en X.

Idea de demostracion. Sim,n € Ny m > n, entonces

m—1 m—1
d(zpm, x,) < Z d(Tq, Tgt1) < Z P
q=n q=n
m—n—1 1— 2—(m—n)
=gl Z 2P = 2*"*1—1 —— <2 O
p=0 2

7 Proposicién (en cada sucesién de Cauchy se puede elegir una subsucesién regular de
Cauchy). Sea (X,d) un espacio métrico y sea (x,)nen una sucesion de Cauchy en X.
Entonces existe una funcion estrictamente creciente v: N — N tal que para cada k en N
se cumple la desigualdad

ATy (er1); Tury) < 2771 (1)
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Idea de demostracion. Para cada k en N, utilizamos la suposicién que (x,).en es de
Cauchy y encontramos p, en N tal que

Vm,n > p d(Tpy, ) < 27771 (2)
Construimos (v(k))ren de manera inductiva:
v(l) = py, v(k+1) =méx{v(k) + 1, pps1}-
Esta construccién garantiza que v(k + 1) > v(k) para cada k en N, asi que v es estricta-

mente creciente. Para obtener (1), notamos que v(k+1) > v(k) > py y aplicamos (2) con
m=k+1yn=k. m

8 Proposicién (criterio de completez de un espacio métrico, en términos de sucesiones
regulares de Cauchy). Sea X un espacio métrico. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) X es completo, esto es, cada sucesion de Cauchy en X es convergente.

(b) Cada sucesion reqular de Cauchy en X es convergente.

Demostracion. Demostrar la proposicién usando algunos de los resultados anteriores. [
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