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Objetivo

Demostrar que composiciones de transformaciones lineales compactas
con transformaciones lineales acotadas

son compactas.



Prerrequisitos

= Transformaciones lineales compactas.
= Iméagenes de conjuntos totalmente acotados respecto a funciones Lipschitz continuas.

= Operaciones lineales con conjuntos totalmente acotados en espacios normados.
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En este tema suponemos que V, W, X son espacios de Banach complejos.
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En este tema suponemos que V, W, X son espacios de Banach complejos.
By = {v eV: |vlv < 1}.

Definicién
Una transformacién lineal T: V — W se llama compacta ,

si cl(T[By]) es un subconjunto compacto de W.

K(V, W) := todas las transformaciones lineales compactas V — W.



Transformaciones lineales compactas = totalmente acotadas

Proposicién
Sean V, W espacios de Banach complejos y sea T: V — W una transformacion lineal.
Son equivalentes:

(a) T es compacta;
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(c) para cada D C V acotado, T[D] es totalmente acotado.
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Transformaciones lineales compactas = totalmente acotadas

Proposicién
Sean V, W espacios de Banach complejos y sea T: V — W una transformacion lineal.

Son equivalentes:

(a) T es compacta;

(b) T[By] es totalmente acotado;

(c) para cada D C V acotado, T[D] es totalmente acotado.

Este criterio, en general, no se cumple para espacios normados.

Corolario
K(V, W) C B(V, W).




Repaso: conjuntos totalmente acotados y funciones Lipschitz continuas

En este recordatorio suponemos que X, Y son espacios métricos.

Proposicién
Sean f € Lip(X, Y), @ C X un conjunto totalmente acotado.
Entonces, f[Q] es un conjunto totalmente acotado.




Repaso: un miultiple por escalar de un conjunto totalmente acotado

En este recordatorio suponemos que V' es un espacio normado complejo.

Proposicién
Sea @ C V totalmente acotado y sea A € C.

Entonces, A@ es totalmente acotado.

Idea: la funcién v — Av  es Lipschitz continua.



Composicién ST, donde S € IC(V, W)

Regresamos a la suposicién que V, W, X son espacios de Banach complejos.

Proposicién
Sean S € K(W,X), T € B(V,W).
Entonces, ST € K(V, W).
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Demostracion

Como T € B(V, W), elegimos v > 0 tal que

T[B\/] g ”wa.

Luego
(ST)[Bv] = S[T[Bv]] € S[vBw] = 7S[Bw].



Demostracion

Como T € B(V, W), elegimos v > 0 tal que
T[B\/] g ’}/Bw.
Luego

(ST)[Bv] = S[T[BvI]] € S[vBw] = ~S[Bwl.

Como S € K(W, X), S[Bw] es totalmente acotado.

Luego 7S[Bw] y (ST)[By] también son totalmente acotados.
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Demostracion

Como T € K(V, W), T[By] es totalmente acotado.
Recordamos que

(ST)[Bv] = S[T[Bv]]-

Como S € B(W, X) C Lip(W, X), S[T[Bv]] es totalmente acotado.



