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La identidad de paralelogramo y la identidad de Apolonio, repaso
Proposicién
Sea H un espacio con producto interno y sean a, b € H. Entonces
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Si~v >0,
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N T R e et
entonces

la— bl ~ 0.
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El vector mas cercano al origen

Teorema
Sea H un espacio de Hilbert y sea X C H, convexo, cerrado y no vacio.
Entonces existe un lnico vector a en X tal que

vxe X\{ap  [Ix[[ > |l

Si un vector a con estas propiedades existe, entonces obviamente es (nico:

para dos candidatos diferentes a y b, obtenemos simultdaneamente
lall < l[bll, bl <lal.

Vamos a demostrar la existencia.
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Demostracidn: elegimos una sucesion que aproxime el infimo de las normas

Denotemos por v la distancia del origen al conjunto X:
v = dist(0y, X) = inf ||x].
xeX

De la suposicién X # () se sigue que 7 < +00.

Elegimos una sucesién (v,)nen € XN tal que
nl'_>”;o [Vall = -

Una manera de razonar: para cada n en N encontrar v, tal que ||v,| < v+ L.
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Demostracién: la sucesion elegida es de Cauchy

Usamos la identidad de Apolonio para acotar la distancia entre vy, y vp:

Vm + Vv, 2
lvin = vall> = 2([|vnl|* + [[val|?) — 4 SCm
Como X es convexo, tenemos que "’"TJ“"” eXy H Ymtvo |l >~ Luego

0 < [[vin = vall* < 2([[vinl|* + [|val?) — 49*.
Luego, por el teorema del emparedado,

lim ||V — val|> = 0.
m,n—00

Hemos demostrado que la sucesion (v,)nen es de Cauchy.



(La idea geométrica de la demostracién)

Vm

Vn
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Demostracion: el punto limite de la sucesién

Hemos demostrado que la sucesion (v,),en es de Cauchy.

Denotemos su limite por a:

a= lim v,.
n—oo

Como X es cerrado, a € X.

Por la continuidad de la norma,

lall = lim flvall = -



Demostracién: otros puntos son mas lejanos del origen

Sea x € X'\ {a}. Demostremos que ||x|| > 7.



Demostracién: otros puntos son mas lejanos del origen

Sea x € X'\ {a}. Demostremos que ||x|| > 7.

Como X es convexo, tenemos *52 € X.



Demostracién: otros puntos son mas lejanos del origen
Sea x € X'\ {a}. Demostremos que ||x|| > 7.

Como X es convexo, tenemos *32 € X. Luego

X+ a
2

> .




Demostracién: otros puntos son mas lejanos del origen

Sea x € X'\ {a}. Demostremos que ||x|| > 7.

Como X es convexo, tenemos *32 € X. Luego

X+ a
2

> .

Recordamos la identidad de Apolonio para ay x:

x]? + [l



Demostracién: otros puntos son mas lejanos del origen

Sea x € X'\ {a}. Demostremos que ||x|| > 7.

Como X es convexo, tenemos *32 € X. Luego

X+ a
2

> .

Recordamos la identidad de Apolonio para ay x:

x]? + [lal|* =



Demostracién: otros puntos son mas lejanos del origen

Sea x € X'\ {a}. Demostremos que ||x|| > 7.

Como X es convexo, tenemos *32 € X. Luego

X+ a
2

> .

Recordamos la identidad de Apolonio para ay x:

2
a—+x

2

1
+Slla—xP.

x| + [lal|* = 2




Demostracién: otros puntos son mas lejanos del origen

Sea x € X'\ {a}. Demostremos que ||x|| > 7.

Como X es convexo, tenemos *32 € X. Luego

X+ a
> .
> L
Recordamos la identidad de Apolonio para ay x:
atx|]? 1
Il + lall? =2 | 225+ S lla - x|

x>



Demostracién: otros puntos son mas lejanos del origen

Sea x € X'\ {a}. Demostremos que ||x|| > 7.

Como X es convexo, tenemos *32 € X. Luego

X+ a
> .
> L
Recordamos la identidad de Apolonio para ay x:
atx|]? 1
Il + lall? =2 | 225+ S lla - x|

Ix|? =



Demostracién: otros puntos son mas lejanos del origen

Sea x € X'\ {a}. Demostremos que ||x|| > 7.

Como X es convexo, tenemos *32 € X. Luego

X+ a
> .
> L
Recordamos la identidad de Apolonio para ay x:
atx|]? 1
Il + lall? =2 | 225+ S lla - x|
a-+x 2

Ix|> = 2

1
X =2l + S la - 2




Demostracién: otros puntos son mas lejanos del origen

Sea x € X'\ {a}. Demostremos que ||x|| > 7.

Como X es convexo, tenemos *32 € X. Luego

X+ a
> .
> L
Recordamos la identidad de Apolonio para ay x:
atx|]? 1
Il + lall? =2 | 225+ S lla - x|
a-+x 2

Ix|> = 2

1
X =2l + Slla - X1 2




Demostracién: otros puntos son mas lejanos del origen

Sea x € X'\ {a}. Demostremos que ||x|| > 7.

Como X es convexo, tenemos *32 € X. Luego

X+a
> .
> L
Recordamos la identidad de Apolonio para ay x:
atx|]? 1
Il + lall? =2 | 225+ S lla - x|
a+ x| 1 1
Iel? = 2||22 5| = llalP+ Slla = xIP 2 292 =42+ Slla = xI?




Demostracién: otros puntos son mas lejanos del origen

Sea x € X'\ {a}. Demostremos que ||x|| > 7.

Como X es convexo, tenemos *32 € X. Luego

X+ a
2

> .

Recordamos la identidad de Apolonio para ay x:

Ix|> = 2

a—+x
2

x| + [lal|* = 2

2

2
a—+x

2

1
+Slla—xP.

1 1
P+ Slla = X2 > 292 =52+ Slla— x| >



Demostracién: otros puntos son mas lejanos del origen

Sea x € X'\ {a}. Demostremos que ||x|| > 7.

Como X es convexo, tenemos *32 € X. Luego

X+ a
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Recordamos la identidad de Apolonio para ay x:
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Nuestro siguiente objetivo es cambiar el origen por un punto general de H.



Algunas propiedades de traslaciones, repaso

Proposicién
Sea H un espacio de Hilbert y sea v € H. Definimos f: H — H,

f(x) =x—v.

Entonces f es un homeomorfismo.
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Traslaciones y conjuntos convexos, repaso

Recordemos que

Y -v = {heH: Jy ey h:y—v} - {heH: h+vev}.

Ejercicio.
Sea H un espacio de Hilbert, sea v € H y sea Y un subconjunto convexo de H.

Demostrar que Y — v es convexo.
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Existencia y unicidad del vector mds cercano a un vector dado

en un conjunto convexo cerrado no vacio

Corolario

Sean H un espacio de Hilbert, S C H, convexo, cerrado y no vacio, y sea v € H. Entonces

JueS VseS\{u} |s — v|| > [ju—v|.

En particular, este corolario se aplica cuando S es un subespacio cerrado de H.

Idea de demostracién: trasladar el espacio de tal manera que el vector v se transforme en el
origen, y aplicar el teorema.



Demostracion del corolario, inicio

Definimos f: H — H como
f(x) =x—v.



Demostracion del corolario, inicio

Definimos f: H — H como
f(x) =x—v.

Pongamos

X =S5—-v=f[S].



Demostracion del corolario, inicio

Definimos f: H — H como
f(x) =x—v.
Pongamos
X =S5—-v=f[S].

Como f es un homeomorfismo, X es cerrado.



Demostracion del corolario, inicio

Definimos f: H — H como
f(x) =x—v.
Pongamos
X =S5—-v=f[S].
Como f es un homeomorfismo, X es cerrado.

Ademas, X es convexo.



Demostracion del corolario, inicio

Definimos f: H — H como
f(x) =x—v.
Pongamos
X =S5—-v=f[S].
Como f es un homeomorfismo, X es cerrado.

Ademas, X es convexo.

X es no vacio pues S es no vacio.
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Demostracion del corolario, final

Hemos visto que X := S — v es cerrado, convexo y no vacio.

Por el teorema anterior, existe a en X tal que

vxeX\{a}  xI[ > lall
Pongamos

u:=a-+v.



Demostracion del corolario, final

Hemos visto que X := S — v es cerrado, convexo y no vacio.

Por el teorema anterior, existe a en X tal que

vxe X\{ap  [Ix[ >l

Pongamos
u=a+v.

Sise S entoncess—veXy

Is = vl > llall = lu = vI.



