Caracteres del grupo de los reales

Definicién 1. Para cada { en R, denotemos por sz a la funciéon R — T,
se(x) = e
Lema 2. Sea w € C tal que para cada x en R se cumple la igualdad
exp(zw) = 1.
Entonces, w = 0.
Demostracion. Derivamos la identidad respecto a x:
wexp(zw) = 0.
Como exp(zw) # 0, w = 0. O
Las siguientes proposiciones se demuestran facilmente.
Proposicién 3. Para cada & en R, la funcion s es un caracter del grupo R.

Demostracion. Primero notamos que s toma valores en T. Como la funcién exp es conti-
nua y la operacién de multiplicacién en R es continua, la funcién ¢, es continua. Verifique-
mos que s es un homomorfismo usando la propiedad principal de la funcién exponencial:

sz +y) = 2mib(ty) _ G2mife | 2miy _ 2mifet2mify _ see (1) 52 (y). =
Proposicién 4. Sea { € R tal que s¢; = 1r. Entonces, { = 0.
Demostracion. Este resultado se obtiene directamente del Lema 2. O]
Teorema 5. Sea v un caracter del grupo R. Entonces, existe un § en R tal que v = .

Demostracion. 1. Mostremos que existe un a > 0 tal que

a

/ () dy # 0. (1)

0

Razonando por reduccion al absurdo, supongamos que para cada a > 0 la integral es nula:

a

/v(y) dy = 0.

0

Aplicando el teorema fundamental de calculo derivemos esta identidad respecto a la va-
riable a. Obtenemos que y(a) = 0 para cada a > 0, lo cual contradice a la propiedad

[v(a)] = 1.
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I1. Sea a > 0 tal que se cumple (1). Entonces,

7a7(y) dy = /av(:v +y)dy = () /av(y) dy.

Luego

(a) = L) dy [ () dy — f () dy
Jo () dy Jo () dy
Por el teorema fundamental de cédlculo, el numerador del ultimo cociente es una funcion

derivable, y su derivada es y(a + x) — y(x). Luego v es derivable.
ITI. Derivando la identidad

Y@ +y) =7@)v(y)
respecto a y, obtenemos
V(@ +y) =)' (v).
En particular, para y = 0,

V(@) =sy(z), 7(0)=1.
De la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias sabemos que esta ecuacién tiene una
unica solucién
V(z) =€
VI. Recordamos que |y(z)| = 1. Luego para cada = en R
eRe(s)r - 1.
Por el Lema 2, Re(s) = 0. Entonces s, es un nimero puramente imaginario, y existe un

¢ € R tal que s = 27€1i. ]

Proposicién 6. La funcion K: R — R definida mediante la regla

K(§) =»  (E€R),
es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. La Proposicion 3 nos asegura que K realmente toma valores en R. Usando
la propiedad principal de la funcién exponencial es facil verificar que K es un homomorfis-
mo, esto es, K(+n) = K(§)K(n) para cualesquiera £, € R. La Proposicién 4 significa
que el homomorfismo K es inyectivo, y el Teorema 5 dice que K es suprayectivo. O]

En realidad, la funciéon K de la proposicién anterior es no solamente isomorfismo, sino
también homeomorfismo, pero no lo demostramos porque no estudiamos bien la topologia
en el grupo dual.
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