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@ Conceptos preliminares

© Caracteres del grupo R

© Caracteres del grupo T
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Objetivos

@ Mostrar que todos los caracteres del grupo R son de la forma
2e(x) = exp(2miéx) (x,& e R).
@ Mostrar que todos los caracteres del grupo T := {z € C: |z| =1} son de la forma
wm(t) =t™ (teT, meZ).

@ Describir los grupos duales de Ry T.
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Prerrequisitos

Caracteres de un grupo abeliano localmente compacto.

El grupo dual de un grupo abeliano localmente compacto.

Propiedades basicas de la funcién exponencial compleja.

Teorema fundamental del célculo.

@ La ecuacién diferencial f'(x) = af(x).
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Plan

@ Conceptos preliminares
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Grupo abeliano localmente compacto

(G,+,7) se llama grupo abeliano localmente compacto , si:

@ (G,+) es un grupo abeliano.
@ (G, T) es un espacio topoldgico localmente compacto (Hausdorff).

@ Las operaciones (x,y) — x + y y x — —x son continuas.

Nota. Un espacio topoldgico se dice localmente compacto si

(Vae G) (3Ver) (aeV A clos(V) es compacto).
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Caracteres de un GALC

Un caracter de un GALC es un homomorfismo continuo G — T.

Es decir, si ¢ es un caracter de G, entonces ¢ : G — T es una funcién continua y satisface que
para todo a, b € G,

p(a+ b) = ¢(a)p(b).
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El grupo dual de un GALC

Sea G un GALC.

El dual de G se denota por G y se define como

G:=cel conjunto de los caracteres de G, con las operaciones punto a punto:
(p1902)(a) = p1(a)p2(a).

Es facil ver que G es un grupo abeliano.
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Repaso: la ecuacién diferencial para la funcién exponencial
Proposicién

Sean «, 5 € C. Existe una tnica funcién derivable f: R — C tal que

f'(x) = af(x) (x eR)

Esta funcién es
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Idea de demostracién de la unicidad

Considerar

Mostrar que ¢'(x) = 0 y concluir que g es una constante.
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Repaso: el teorema fundamental del calculo,
para funciones continuas complejas

Proposicién
Sea f € C(R,C). Definimos g: R — C,

Entonces, para cada y en R,

Recordemos que si y < 0,
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Repaso: la funcién exponencial imaginaria

Recordemos algunas propiedades de la funcién
x> e* (x € R).
Propiedad de homomorfismo:

el ty) — gix iy (x,y € R).

0
La imagen: -1 1
(¥ xeR} =T.
El nicleo: -
=1 <~  xé€2rL.
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© Caracteres del grupo R
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Férmula para los caracteres del grupo R

Para cada { en R, definimos s¢:: R — T,

s (x) = e2miex

Algunos autores prefieren trabajar sin el coeficiente 2.

Proposicién

%56]@.
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Demostracion

se(x) = &2 IEX
La continuidad se sigue de la continuidad de la funcién exponencial.
#¢ es un homomorfismo:

Dados x,y € R, se tiene que

se(x +y) = TN = PTIEXGATIE = 0 (x)55¢(y).
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Lema sobre exp(ax) =1

Lema
Sea a € C tal que
Vx € R

Entonces, a = 0.

e =1.
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Lema sobre exp(ax) =1

Lema
Sea a € C tal que
Vx e R e =1.

Entonces, a = 0.

Demostracion. Derivamos ambos lados de la igualdad respecto a la variable x:
ae™ =0.

Concluimos que a = 0.
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La correspondencia § +— sz es inyectiva

Proposicién
Si &,n € R tales que
%5 = %717

entonces & = ).
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Demostracion

Sean &,m € R tal que s = s,.
Entonces, para todo x € R se cumple que

e2ﬂ'|x£ — e27r|x77.

Por lo tanto,

e?™(E=mMx = 1 para todo x € R.

De acuerdo con el lema anterior, se concluye que & = 1.
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Lema sobre la integral con limite superior variable de un caracter de R

Lema

Sea vy € RR. Entonces, existe a > 0 tal que

/Oa ~(x)dx # 0.
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Primera demostracién del lema (derivamos la integral)

Definimos J: R — C, y
J) = [ ) ax

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que J(y) = 0 para cada y > 0.
Derivamos respecto al parametro y, aplicando el teorema fundamental del calculo:

0=J(y)=7(y), paratodoy > 0.

Esto no es posible porque
()l =1.
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Idea intuitiva de la segunda demostracién del lema
Definimos J(a) = / v(x)dx = a- (el valor promedio de ~y en [0, a]).
0

Como ~ es continua y y(0) = 1, este valor promedio es cercano a 1, si a es pequefio.

Los siguientes dos dibujos muestran las situaciones posibles.
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Segunda demostracion del lema (usamos la continuidad de « en 0)

Como ~ es continua y y(0) = 1, encontramos a > 0 tal que

1
Vx € (0, a) lv(x) — 1| < 5
Mostramos que esta integral J(a) es cercana al ndmero a:
a a
J(a) — a| = ’/ dx— dx:/(()—ldx /|7 )~ 1fdx< 2
0
Por la desigualdad inversa del tridngulo,
@) =la=(a=J@)| = a—la=J(a)| za=5 =2 >0.
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La forma general de los caracteres de R

Teorema

Para cada v en R, existe & en R tal que

’7:%5.
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Demostracion: inicio

Sea v € R. Encontramos a > 0 tal que J(a) #0.

Para cada x en R, consideramos la siguiente expresion:

x+a

J(X+a)—J(X)=/Ox+a'y(y)dy—/ox'y(y)dy:/ v(y) dy.

X

Hacemos el cambio de variable v =y — x:

J(x+a) — J(x) = /037(x + u)du.

De manera equivalente, hemos usado el hecho que la medida de Lebesgue es invariante bajo
traslaciones.
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Demostracién: ~y es derivable

Usamos la suposicién de que v es un caracter:

S+ 2) = J0) = [“axr w)ydu= [T200ru)du =) ["2()du =1(x)a)
De aqui,
’y(X) _ J(X +Ja()a)— J(X)

El lado derecho es una funcién derivable. Concluimos que ~y es derivable:

) = T =0 bt a) a0 _ a()(0(a) ~ 1)
K J(a) J(a) &
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Demostracién: una ecuacién diferencial para v

Definimos

con la condicién inicial

La solucién de esta ecuacién es
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Demostracién: otra deduccién de la ecuacion diferencial para ~y

Ya sabemos que « es derivable. Usamos el hecho que v es un caracter:

Y(x +y) = v0)(y)-

Derivamos ambos lados respecto y:

Y(x+y) =v(x)7(y)

Ahora sustituimos y = 0 y ponemos « := ~/(0):

7' (x) = ay(x).

Igual que antes, la solucién es y(x) = e**.
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Demostracion: final

Hemos mostrado que

Note que para cada x en R,
1= ’7(X)‘ — ‘eaX| — |eRe(oz)x eilm(a)x‘ — eRe(a)x )
Lo anterior se cumple solamente si Re(a) = 0.

Definimos & '= 5—~. Entonces, £ € R.

Para todo x en R,
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Descripcién del grupo R

Definimos K: R — R,
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Descripcién del grupo R

Definimos K: R — R,
K(f) = %5.

Teorema

K es un isomorfismo de grupos. J
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Descripcién del grupo R

Definimos K: R — R,

Teorema

K es un isomorfismo de grupos.

Ejercicio: demostrar que

K(&+n) = K(EK(n)-

Ya hemos demostrado que K es inyectiva y sobre.
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© Caracteres del grupo T
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Definicién de w,

Dado m en Z, definimos wpy,: T — T,
wm(t) =t™.

Proposicién
wm € T. J

Ejercicio: demostrar la proposicién.
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Lema sobre tP =1

Lema
Sea p € Z tal que
Vte T

Entonces, p = 0.

tP = 1.
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Lema sobre tP =1

Lema
Sea p € Z tal que
vteT tP = 1.

Entonces, p = 0.

Demostracion. Supongamos que p A0 y sea t = e ¢ T. Luego,

tP #£ 1.

Concluimos que p = 0.
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La correspondencia m — w,, es inyectiva

Proposicién
Sean m, n € 7Z que satisfacen
Wm = Wp.

Entonces m = n.
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La correspondencia m — wp, es inyectiva

Proposicién
Sean m, n € 7Z que satisfacen
Wm = Wp.

Entonces m = n.

Demostracion. Sean m, n € Z tales que wp, = wp.

Entonces, para todo t en T, se cumple que t™ = t”, lo que implica que
tm =1

Esta igualdad es valida para todo t en T. Por el lema, m — n = 0. O
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La correspondencia m +— w,, es sobre

Teorema

Para cada ¢ en T, existe m en Z tal que

P = wmn.
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Demostracion, inicio

Sea wET. Definimos v: R — T, T——T

(x) = w(e).

Entonces, v € R.

Luego, existe un dnico £ en R tal que

7’b(eiX) = e27”fx, para todo x € R.
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Demostracion, determinamos una forma especial de &
Hemos mostrado que
P(e¥) =& (x eR).

Sea x = 2. Entonces,

L= (1) = (&) = P4,

Por la propiedad periédica, existe k € 7Z tal que (27)%¢ = 27k, esto es

Notemos que k se determina de manera tnica porque £ ya estd determinado y k = 27¢€.
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Demostracion, final
Con esto tenemos que
() =(e")*  (xeR),

Recordemos que cada t en T se puede representar como e con algiin x en R.

Finalmente, se cumple que para todo t € T,

(t) =tk
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Descripcién del grupo T

Definimos 2: Z — ’T[‘
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Descripcién del grupo T

Definimos 2: Z — ’T

Q(m) = wp.

Teorema

Q es un isomorfismo de grupos.
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Descripcién del grupo T

Definimos 2: Z — ’T[‘

Teorema

Q es un isomorfismo de grupos.

Ejercicio: demostrar que

Q(m+ n) = Q(m)Q2(n).

Ya hemos demostrado que € es inyectiva y sobre.
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Nota: ademas, K y €2 son homeomorfismos

El grupo dual G se considera con la “topologia compacto-abierta”.

[§ Ralph H. Fox (1945):
On topologies for function spaces.
https://doi.org/10.1090/S0002-9904-1945-08370-0

Se puede demostrar que K y £ son homeomorfismos.
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