
El espacio de caracteres

de un álgebra de Banach con identidad

generada por un elemento

Agradezco a Gamaliel Yafte Téllez Sánchez por exponer varias ideas de este tema.

SeaA un álgebra de Banach con identidad e. Denotemos por P al conjunto de las funciones
polinomiales:

P :=

{
f ∈ CC : ∃m ∈ N0 ∃c0, . . . , cm ∈ C ∀z ∈ C f(z) =

m∑
k=0

ckz
k

}
.

Sea a ∈ A. Supongamos que A, como álgebra de Banach con identidad, está generada
por a, esto es, el conjunto {f(a) : f ∈ P} es denso en A.

1 Proposición. Existe un homeomorfismo Φ: Sp(a)→M(A) tal que

Φ(z)(a) = z (z ∈ Sp(a)).

Demostración. Recordemos que

Sp(a) = {ϕ(a) : ϕ ∈M(A)}. (1)

En particular, si ϕ ∈M(A), entonces ϕ(a) ∈ Sp(a). Definimos Ψ: M(A)→ Sp(a) como

Ψ(ϕ) := ϕ(a).

Por (1), la función Ψ es suprayectiva. Por la definición de la topoloǵıa enM(A), la función
Ψ es continua. Mostremos que Ψ es inyectiva.

Sean ϕ, ψ ∈ M(A) tales que Ψ(ϕ) = Ψ(ψ), esto es, ϕ(a) = ψ(a). Entonces para cada f
en P , si f es de la forma

f(z) =
m∑
k=0

ckz
k,

obtenemos

ϕ(f(a)) =
m∑
k=0

ckϕ(a)k =
m∑
k=0

ckψ(a)k = ψ(f(a)).
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Esto significa que las funciones ϕ y ψ coinciden en el conjunto {f(a) : a ∈ P}. Como este
conjunto es denso en A y las funciones ϕ y ψ son continuas, concluimos que ϕ = ψ.

Hemos mostrado Ψ es un homeomorfismo. Poniendo Φ = Ψ−1 obtenemos la función
requerida.

2 Proposición. Sea b ∈ A. Entonces la función Γ(b) ◦Φ se aproxima uniformemente en
Sp(a) por funciones polinomiales.

Demostración. Dado ε > 0 encontramos f ∈ P tal que ‖f(a) − b‖ < ε. Para cada z en
Sp(a) pongamos ϕz := Φ(z). Entonces ϕz ∈M(A) y

|(Γ(b) ◦ Φ− f)(z)| = |Γ(b)(ϕz)− f(z)| = |ϕz(b)− f(ϕz(a))|
= |ϕz(b)− ϕz(f(a))| ≤ ‖b− f(a)‖ < ε.

De aqúı se sigue que supz∈K |(Γ(b) ◦ Φ− f)(z)| ≤ ε.

3 Proposición. Sean K un subconjunto compacto, λ ∈ C\K, y qλ es la función racional

qλ(z) :=
1

λ− z
.

Supongamos que qλ se aproxima por funciones polinomiales de manera uniforme en K,
esto es, para cada ε > 0 existe f en P tal que

sup
z∈K
|f(z)− qλ(z)| < ε.

Entonces λ pertenece a la componente no acotada de C \K.

Demostración. Sea Ω∞ la componente no acotada de C \ K y sea Ω1 la unión de las
componentes acotadas de C \ K. Pongamos K1 := K ∪ Ω1. En otras palabras, K1 es la
unión del conjunto K con sus hoyos. Entonces fr(K1) ⊆ fr(K) ⊆ K.

Razonando por reducción al absurdo, supongamos que λ ∈ Ω1. Sea M = supz∈K |z|.
Encontramos f en P tal que

sup
z∈K
|f(z)− qλ(z)| < 1

2M
.

Luego, por el principio de máximo,

sup
z∈K1

|f(z)(z − λ)− 1| = sup
z∈fr(K1)

|f(z)(z − λ)− 1| = sup
z∈K
|(f(z)− qλ)(z − λ)| < 1

2
.
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En particular,

1 = |f(λ)(λ− λ)− 1| < 1

2
.

La contradicción obtenida muestra que λ no puede pertenecer a Ω1.

4 Proposición. El conjunto C \ Sp(a) es conexo.

Demostración. Pongamos K := Sp(a). Dado λ en C \K consideremos la función

qλ(z) :=
1

λ− z
.

Pongamos
b := qλ(a) = (λe− a)−1 = Ra(λ).

Entonces para cada z en K

Γ(b)(Φ(z)) = Φ(z)((λe− a)−1) =
1

λ− Φ(z)(a)
=

1

λ− z
,

esto es, Γ(b) ◦Φ coincide con la restricción de la función racional qλ al conjunto K. Como
b ∈ A, por la Proposición 2 la función qλ se aproxima de manera uniforme en K por
funciones polinomiales. Por la Proposición 3 esto implica que λ pertenece a la componente
no acotada de C\K. Por lo tanto, el conjunto C\K coincide con su componente no acotada
y es conexo.

5 Problema. Pongamos K = Sp(a), D = int(K). Sea f ∈ C(K) tal que f |D ∈ H(D).
Determine si debe existir b en A tal que Γ(b) ◦ Φ = f .
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