El espacio de caracteres del algebra
de matrices de Toeplitz triangulares inferiores

Sea n € N. Para cada vector a = [ag,...,a,_1]" en C*, denotemos por T'(a) a la matriz
triangular inferior de Toeplitz

T(a) = [ajfk]%im

donde ponemos a, = 0 cuando ¢ < 0. Por ejemplo, si n = 3, entonces

Qo 0 0
T(CL) = a; Qo 0
s A1 Qo

Denotemos por 7, al conjunto de todas las matrices de la forma T'(a) con a en C".
Consideramos 7, como una subélgebra de M,,(C).

1 Proposicién. Sean a,b € C". Entonces T,,(a)T,(b) = T,(c), donde
q
cq:Zaq,jbj (qe{0,...,n—1}).
=0
Demostracion. Sean p,q € {0,...,n— 1}.

n—1 P
(Tn(a)Tn(b))pqg = Z ap—kbr—q = Z (p—kbr—q-
k=0 k=q

Si p < ¢, entonces el conjunto {k € Z: ¢ < k < p} es vacio, y la suma es cero. Si p > g,
entonces con el cambio de variable j = & — ¢ obtenemos

p—q
(Tn(a)T0(b))pq = Z p—q—jbj = Cp—q- 0
=0

2 Proposicién. T, es una subdlgebra de Banach del dlgebra M,,(C). Mds ain, T, tiene
identidad I, y es conmutativa.

Denotemos por G a la matriz T'(e;). Por ejemplo, si n = 3, entonces
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3 Proposicién. Sea a € C*. Entonces T(a) = S p—y axG".

En particular, esta proposiciéon implica que el dlgebra 7, estda generada por I, y G (en
otras palabras, es el algebra con identidad generada por G).

Denotemos por ¢q a la funcién 7, — C dada por

wo(T'(a)) == ayp.

Por ejemplo, para n = 3,

Qo 0 0
@0 a; Qg 0 = Q.
s A1 Qo

La funcién ¢y también se puede definir como ¢g(A) = < tr(A).
4 Proposicién. M(T,) = {¢o}.

Demostracion. 1. Mostremos que ¢y € M(T,). Es obvio que la funcién ¢, es lineal. Si
a,b € C", entonces

o(T(a)T (b)) = aobo = ¢o(T'(a))po(T'(D)).
Ademds, po(In) = ¢o(T'(e0)) = 1.

2. Sea v € M(T,). Mostremos que ¢ = ¢y. Como G™ = 0,,4,,, obtenemos que

W(G)" = P(G") = 0.
Por eso ¢(G) = 0. Para cada a en C”,

Y(a) = i ah(G*) = agy) (G°) = ag = go(a). [

Podemos describir la transformada de Gelfand en 7,,. Notemos que el dlgebra de Banach
C({¢o}) es isométricamente isomorfa al dlgebra C.

5 Proposicion. Para cada a en C",

I'(T(a)) (o) = ao.

6 Proposicion. I' es suprayectiva, no es inyectiva y no es isométrica.

Notemos que en este ejemplo el espacio de caracteres M(T,) es muy pobre, este espacio
es suficiente para caracterizar la invertibilidad en el dlgebra 7,,. En efecto, para cada a en
C™, la matriz T'(a) es invertible si, y solo si, ¢o(T'(a)) # 0.
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