Conjuntos acotados en espacios métricos

Objetivos. Estudiar varias descripciones equivalentes de conjuntos acotados en espacios
métricos.

Prerrequisitos. Espacio métrico, bolas en espacios métricos.

1 Definicién (el diametro de un conjunto). Sea (X, d) un espacio métrico y sea ¥ C X.
diam(Y') :== sup{d(x,y): z,y € Y}.

En el caso Y = @ se pone diam(Y) = 0.

2 Observacion. Si Y C X, entonces para cada a,b en Y tenemos que
d(a,b) < diam(Y).

Esto se sigue de la definicién del supremo.

3 Definicién. Sea (X, d) un espacio métrico y sea Y C X. Se dice que Y es acotado si
diam(Y') < +o0.

4 Observacién. Por las propiedades del supremo, Y es acotado si y solo si
3C € [0, 400) Ve,yeY d(z,y) <C.

Es otra forma equivalente de la definicién de conjunto acotado.
5 Ejemplo. En cualquier espacio métrico (X, d), el subconjunto vacio @ es acotado.

6 Ejercicio (monotonia del didmetro). Sea X un espacio métrico y sean Y, Z C X tales
que Z C Y. Demostrar que diam(Z) < diam(Y").

7 Ejercicio (subconjuntos de conjuntos acotados son acotados). Sea X un espacio métrico
y sean Y, Z C X tales que Y es acotado y Z C Y. Demostrar que Z es acotado.

8 Ejemplo. Sean a,b € R, a < b. Entonces, diam([a,b]) = b — a, y [a, b] es acotado.

Conjuntos acotados en espacios métricos, pagina 1 de 3



9 Ejemplo. Sean ¢ € X, r > 0. Entonces, diam(B(a,r)) < 2r, y la bola B(a,r) es
acotada.

10 Ejemplo. Para X = 7Z con la distancia usual,
» B(5,2) ={4,5,6} y diam(B(5,2)) = 2,
» B(—3,1) ={-3} y diam(B(-3,1)) = 0.
11 Proposicién (criterio de conjunto acotado en un espacio métrico, en términos de

bolas). Si X es un espacio métrico y' Y C X tal que Y # &, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) diam(Y) < +oo;
(b) existen a en'Y yr >0 tales que Y C B(a,r);
(c) existen a en X yr > 0 tales que Y C B(a,r).

Demostracion. (a)=-(b). Suponemos (a). Elegimos un punto a en Y (usando la suposicién
que Y # &) y denotamos diam(Y') + 1 por r. Para cada x en Y, tenemos que

d(z,a) < diam(Y) < diam(Y) +1=r.

Hemos mostrado que Y C B(a,r).
(b)=-(c). Esta implicacién es obvia porque Y C X. Si a € Y, entonces a € X.

(c)=(a). Se sigue del Ejemplo 9 y Ejercicio 7. La bola B(a, r) es acotada, y su subconjunto
Y también es acotado. O

12 Proposicién (uniones finitas de subconjuntos acotados son acotadas). Sean (X, d) es
un espacio métrico, J es un conjunto finito, (Y;);es una familia de subconjuntos acotados

de X y
Z = U Y;.
jeJ
Entonces, Z es acotado.

Demostracion. Para algunos indices j en J, los conjuntos Y pueden ser vacios, pero estos
elementos de la familia no cambian la unién y podemos omitirlos. Formalmente, ponemos

K={jelJ: Y, #0o}
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y observamos que

Z:UYj.

jEK

Para cada j en K, elegimos un elemento a; en Y. Pongamos

s = mix d(a;,ar) + 2 méx diam(Y;).

Como el conjunto K es finito, concluimos que s < 4o00. Dados =,y en Z, encontramos
p,q € J tales que x € Y, y y € Y,. Notamos que los conjuntos Y), e Y, son no vacios, asi
que p,q € K. Aplicamos la desigualdad del tridngulo:

d(x,y) < d(z,ap) + d(ap, ag) + d(ag, y) < s.

Hemos mostrado que diam(Z) < s. O
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