Transformaciones lineales acotadas.
La norma de una transformacion lineal

Objetivos. Estudiar el concepto de la transformacion lineal acotada y de la norma de la
transformacion lineal. Demostrar la equivalencia de varias definiciones.

Prerrequisitos. Operadores lineales, bolas en espacios normados, el supremo y el infimo.

1 Proposicién (repaso: transformaciones lineales y operaciones con conjuntos). Sean
V., W espacios vectoriales complejos y sea T: V. — W una transformacion lineal. Sean
PQCV,aecV,\eC. Entonces

TP+ Q| =T[P]+T[Q], Tla+ P])=T(a) +TI[P], TAP] = \T'[P].
Dado un espacio normado complejo V', denotemos por By su bola unitario con centro en

Ovl
By = {U eV: H’U”V < 1}

Sabemos que para cada a en V' y cada r > 0
By (a,r) = a+r By.
Denotamos por 7y, la topologia de V. Dado a en V', pongamos

v(a) ={Y ern: acY}.

Criterios de transformaciones lineales acotadas

2 Definicién (transformacion lineal acotada). Sean V', W espacios normados complejos
y sea T': V' — W una transformacion lineal. Decimos que T es acotada, si existe C' > 0
tal que para cada x en V'

[Tz][w < Clzflv.

3 Proposicion. Sean V, W espacios normados complejos y sea T:V — W una trans-
formacion lineal. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T es acotada;
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(b) T es Lipschitz continua,

(c) T es uniformemente continua,

(d) T es continua,

(e) T es continua en el punto Oy ;

(f) el conjunto T|By] es acotado en W ;

(9) sup {[|Tzllw: eV, [zl <1} < +oo;

Parte de demostracion. Las siguientes implicaciones son obvias o muy simples y se dejan
€cOmo ejercicios:

Supongamos (e) y demostremos (f). Como T'(0y) = Ow v Bw € Tw (0w ), existe 6 > 0 tal
que
T[6Bv] C Bw.

Luego
1

J

Como % By es un conjunto acotado en W (el didmetro de esta bola es 2/§), su subconjunto
T[By] también es acotado.

115v] = (59 Tlv] = §OTIB) = 5T 5] € § B

Supongamos (f) y demostremos (a). Sea C := sup {|[Tz|w: = €V, ||z]y < 1}. Dado v

en V tal que v # Oy, pongamos
1

Al

Entonces ||z||y = 1. Luego ||Tz||w < C. Como v = ||v||y x, concluimos que

X V.

ITvllw = [|Tlvllv 2]y, = vl T@)]y, = vl 17w < Clollyv.

Hemos demostrado la desigualdad ||Tv|lw < C|v||y para cada v en V \ {Oy}. Esta
desigualdad se cumple también para v = Oy . O]

4 Ejercicio. Demostrar las siguientes relaciones logicas entre las condiciones en la Pro-
posicion 3: (a)=(b), (f)=(g).
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5 Ejercicio. Sean V', W espacios normados complejos y sea T": V' — W una transforma-
cién lineal. Ademas, sea a € V. Demostrar que T es continua si, y solo si, T' es continua
en el punto a.

6 Ejercicio. Sean V', W espacios normados complejos y sea T': V' — W una transforma-
cion lineal. Demostrar que T es acotada si, y solo si, para cada conjunto P C V' acotado
en V, la imagen T'[P] es un conjunto acotado en W.

7 Definicién. Sean V', W espacios normados complejos. Denotamos por B(V, W) al
conjunto de los operadores lineales acotados V' — W.

La norma de una transformacion lineal acotada

8 Proposicién. Sean V, W espacios normados complejos, V # {0y}, y sea T: V — W
una transformacion lineal. Entonces los siguientes elementos de [0, +00] son iguales entre
su:

Tx
N(T) = sup ||Tz|w, No(T) = sup ||Tz|w, N3(T) == sup &,
z€V eV €V HLUHV
||l <1 [lz|lv=1 z#0y

Ny(T) = inf{C € [0, +00]|: Ve eV |Tz||w < C|lz||v}
Mas ain, el infimo en la definicion de Ny(T) se alcanza, esto es,
Ve eV ||Tz|w < No(T)|z[v.
Parte de demostracion. Pongamos
U={Cel0,+x]: VeV |Tzllw <Clz|v}.

Demostremos que el nimero N;(T) es el elemento minimo del conjunto U.

Notemos que la condicién (g) en la Proposicién 3 se puede escribir como Ny (T') < +oo.
Como vimos en la demostracién de la implicacién (g)=-(a) en la Proposicién 3,

YoeV  ||Tollw < Nu(T)||v]|v.

Esto significa que N;(T') € U.

Ahora supongamos que C' € U. Entonces para cada z en V' con |z|y < 1 obtenemos
ITellw < C el < C. Lucgo Ny(T) < C.
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Mostremos que Ny(T") < Ny(T'). Denotemos por Sy a la esfera unitaria en el espacio V.
Entonces
Sy={zeV: |z|y =1} C{z e V: [z|vy <1} = cl(By).

Luego

{ITx|lw: llzllv =1} = Nw[T[Sv]] € Nw [T[cl(Bv)]] = {lIT=llw: [lzllv <1}

No(T) = sup {||Tz||w: |lzlly =1} < sup {[|Tz]lw: [zl <1} = Ni(T).

Mostremos que Ni(T') < Ny(T). Sea x € V tal que 0 < ||z||y < 1. Pongamos
1

U= —
v

x.

Entonces ||u|ly =1y [|[Tul|lw < No(T). Como z = ||z||v u,

ITzllw = [T(lolly Wy, = [[lvlv T@)]y, = ol IT@)llw < Nao(T) o]l < Na(T).
La desigualdad || Tx|lw < Na(T') se cumple también para z = Oy. Hemos demostrado que
Ni(T) < No(T). 0

9 Ejercicio. Demostrar que Ny(T') = N3(T).

10 Definicién (la norma de una transformacién lineal acotada). Sea T € B(V,W).
Entonces el nimero N;(T') se llama la norma de Ty se denota por ||T]].
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