Funcionales lineales acotados

(un tema de anélisis funcional)

Egor Maximenko

http://esfm.egormaximenko.com

Instituto Politécnico Nacional (México)

Escuela Superior de Fisica y Matematicas

12 de abril de 2022


http://esfm.egormaximenko.com

Introduccién y definicién Hipersubespacios ,Cuéndo ker(f) = ker(g)? f es acotado <= ker(f) es cerrado
00000000000 000000000 000 00000
!

@ Introduccién y definicion

© Hipersubespacios

© . Cudndo ker(f) = ker(g)?

@ / s acotado <= ker(f) es cerrado



Introduccién y definicién Hipersubespacios ;. Cuéndo ker(f) = ker(g)? f es acotado <= ker(f) es cerrado
90000000000 000000000 000 00000

Plan

@ Introduccién y definicién



Introduccién y definicién Hipersubespacios ;. Cuéndo ker(f) = ker(g)? f es acotado <= ker(f) es cerrado
00000000000 000000000 000 00000

Objetivos

= Dado un espacio normado complejo V,

repasar la definicién del funcional lineal acotado f: V — C.

= Estudiar el concepto de hipersubespacio.
Demostrar que si f: V — C es un funcional lineal,

entonces ker(f) es un hipersubespacio.
» Determinar, cuando ker(f) = ker(g).

» Demostrar que f es acotado <= ker(f) es cerrado.
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Prerrequisitos

El criterio de continuidad de una transformacién lineal.

Varias féormulas equivalentes para la norma de una transformacion lineal.

El espacio cociente de un espacio vectorial sobre un subespacio.

El espacio cociente de un espacio normado sobre un subespacio cerrado.
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En las clases pasadas hemos considerado el concepto de las
transformaciones lineales acotadas V' — W |

donde V' y W son espacios normados complejos.
Podemos aplicar estos conceptos y resultados al caso particular, cuando
W =_C.

C se considera como un espacio normado.

La norma en C se define como el valor absoluto:

|z| = V27, |z +iy| = /22 + 4>
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Criterio de continuidad de un funcional line

Sea V un espacio normado complejo y sea f: V — C un funcional lineal.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) fes acotado: IC >0 VxeV |[f(x)|<C|x|y.

(f) sup{|f(x)|: z €V, ||z|v <1} < 400, i.e., f[By] es acotado.

(g) sup{|f(z)|: z €V, |z|ly <1} < 400, i.e., flclos(By)] es acotado.
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La norma de un funcional lineal

Proposicion

Sea V un espacio normado complejo y sea f: V — C un funcional lineal.

M) = sup [f@)l, Na(f)i= sup |f(@)l, Na(f) = sup L
e e 22 Tl
ll=llv <1 lzllv=1 20y

Ny(f) =inf{C € [0,+o0]: VzeV |f(z)| <C|z|v}.

Entonces Ni(f) = Na(f) = N3(f) = Na(f).

Maés atin, el infimo en la definicién de Ny(f) se alcanza, esto es,

Ve eV |f(@)| < Na()l|zlv-
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Funcionales lineales acotados

Sea V' un espacio normado complejo.
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Funcionales lineales acotados

Sea V' un espacio normado complejo.

Un funcional lineal f: V — C se llama acotado , si existe C' > 0 tal que

VeeV  [f(x)] < Cllzllv.
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Funcionales lineales acotados

Sea V' un espacio normado complejo.

Un funcional lineal f: V — C se llama acotado , si existe C' > 0 tal que

VeeV  [f(x)] < Cllzllv.

La norma de un funcional lineal acotado f se define como

[f]l="sup [f(x)].
\%4

x
llzllv <1

Otra notacion: || fllv-c, [[fllcev, [1fllv-
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Funcionales lineales acotados

Sea V' un espacio normado complejo.

Un funcional lineal f: V — C se llama acotado , si existe C' > 0 tal que

VeeV  [f(x)] < Cllzllv.

La norma de un funcional lineal acotado f se define como

[f]l="sup [f(x)].
\%4

x
llzllv <1

Otra notacion: || fllv-c, [[fllcev, [1fllv-

Si f es acotado, entonces Ve eV £ (@) < £z -
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El espacio dual de un espacio normado

Sea V' un espacio normado complejo.

Algunos autores denotan B(V,C) por V.
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El espacio dual de un espacio normado

Sea V' un espacio normado complejo.
V* = B(V,C).

Algunos autores denotan B(V,C) por V.

Operaciones lineales en V*:

(f+9)@)=fz)+g(x),  (A)@):=Af(z) (zeV).
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El espacio dual de un espacio normado

Sea V' un espacio normado complejo.
V*=B(V,C).

Algunos autores denotan B(V,C) por V'.

Operaciones lineales en V*:

(f+9)(x) = f(@) +g(x),  (A)x)=Aflz) (xeV).

Sea V un espacio normado complejo. Entonces V* es de Banach.
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El caso de dimension finita: los funcionales lines

Proposicién

Sea f: C™ — C un funcional lineal. Entonces f es acotado.
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El caso de dimension finita: los funcionales lines

Sea f: C™ — C un funcional lineal. Entonces f es acotado.

Demostracion. Sea

n 12
M = <Z|f(€k)|2> -
k=1

Entonces para cada x en C" tenemos

z”: i f(ex)

k=1

()] = < M [|z2.
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Sobre isomorfismos de espacios normados de dimensiol

Ejercicio.
Sea V' un espacio normado complejo de dimensién n
y sea T: C" — V un isomorfismo.

Demostrar que T es un homeomorfismo.
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Sobre isomorfismos de espacios normados de dimensio

Ejercicio.
Sea V' un espacio normado complejo de dimensién n
y sea T: C" — V un isomorfismo.

Demostrar que T es un homeomorfismo.

Sugerencia.

Usar el hecho que todas las normas en C™ son equivalentes entre si.
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El caso de dimension finita: los funcionales line

Sea V' un espacio normado de dimensién finita y sea f: V' — C un funcional lineal.

Entonces f es acotado.
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El caso de dimension finita: los funcionales line

Sea V' un espacio normado de dimensién finita y sea f: V' — C un funcional lineal.

Entonces f es acotado.

Idea de demostraciéon.
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El caso de dimension finita: los funcionales line

Sea V' un espacio normado de dimensién finita y sea f: V' — C un funcional lineal.

Entonces f es acotado.

Idea de demostraciéon.

Construir un isomorfismo 7: C* — V.
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El caso de dimension finita: los funcionales line

Sea V' un espacio normado de dimensién finita y sea f: V' — C un funcional lineal.

Entonces f es acotado.

Idea de demostraciéon.
Construir un isomorfismo 7: C* — V.

Demostrar que 7' € B(C*, V) y T~! € B(V,C").
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El caso de dimension finita: los funcionales line

Sea V' un espacio normado de dimensién finita y sea f: V' — C un funcional lineal.

Entonces f es acotado.

Idea de demostraciéon.
Construir un isomorfismo 7: C* — V.
Demostrar que 7' € B(C*, V) y T~! € B(V,C").

Como f oT es un funcional lineal C* — C, foT € B(C",C).
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El caso de dimension finita: los funcionales line

Sea V' un espacio normado de dimensién finita y sea f: V' — C un funcional lineal.

Entonces f es acotado.

Idea de demostracion.

Construir un isomorfismo 7': C" — V.

Demostrar que 7' € B(C*, V) y T~! € B(V,C").

Como f oT es un funcional lineal C* — C, foT € B(C",C).

Como T~ € B(V,C"), tenemos f = (foT)o T~ € B(V,C).
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El espacio cociente de espacios vectoriales (repaso)

En esta seccién suponemos que V' es un espacio vectorial complejo.

Dado un subespacio W de V, se puede definir el espacio cociente V/W.

w . s . .
ma=b <= a—beW, esunarelacion de equivalencia.
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El espacio cociente de espacios vectoriales (repaso)

En esta seccién suponemos que V' es un espacio vectorial complejo.

Dado un subespacio W de V, se puede definir el espacio cociente V/W.
w
ma=b <= a—beW, esunarelacion de equivalencia.

» {beV: bVEVa}:a+W.
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El espacio cociente de espacios vectoriales (repaso)

En esta seccién suponemos que V' es un espacio vectorial complejo.

Dado un subespacio W de V, se puede definir el espacio cociente V/W.
= q 4 b <= a—beW, esuna relacién de equivalencia.
« beV: bZal =a+W.
s V/Wi={a+W: acV}.
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El espacio cociente de espacios vectoriales (repaso)

En esta seccién suponemos que V' es un espacio vectorial complejo.

Dado un subespacio W de V, se puede definir el espacio cociente V/W.

w .y . .
ma=b <= a—beW, esunarelacion de equivalencia.

s lbeV: bZ ol =atW.
» V/IW={a+W: acV}.
c @t W)+ b+W) = @+0)+W, X @ew) = 0a) +W.
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El espacio cociente de espacios vectoriales (repaso)

En esta seccién suponemos que V' es un espacio vectorial complejo.

Dado un subespacio W de V, se puede definir el espacio cociente V/W.
= q 4 b <= a—beW, esuna relacién de equivalencia.

heVv: bZay=at+W.

V/IW ={a+W: acV}.

(a+W)+b+W)=(a+b)+W, A

V/W es un espacio vectorial complejo.

V/W

(a+W):=(Xa)+W.
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El espacio cociente de espacios vectoriales (repaso)

En esta seccién suponemos que V' es un espacio vectorial complejo.

Dado un subespacio W de V, se puede definir el espacio cociente V/W.
= q 4 b <= a—beW, esuna relacién de equivalencia.

heVv: bZay=at+W.

V/IW ={a+W: acV}.

(a+W)+b+W)=(a+b)+W, A

V/W es un espacio vectorial complejo.

El vector cero de V/W es W.

V/W

(a+W):=(Xa)+W.
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Sobre la suma de un subespacio y un subespacio de dit

Ejercicio.

Sean V un espacio vectorial complejo, W un subespacio de V, a € V' \ W.



Introduccién y definicién Hipersubespacios ;. Cuéndo ker(f) = ker(g)? f es acotado <= ker(f) es cerrado
00000000000 00@000000 000 00000

Sobre la suma de un subespacio y un subespacio de di

Ejercicio.

Sean V un espacio vectorial complejo, W un subespacio de V, a € V' \ W.

Demostrar que W N (Ca) = {0y }.
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Sobre la suma de un subespacio y un subespacio ded

Ejercicio.
Sean V un espacio vectorial complejo, W un subespacio de V, a € V' \ W.

Demostrar que W N (Ca) = {0y }.

Demostrar que cada elemento de W + Ca tiene una representacién tunica en forma
w4+ Aa, con weW, \eC.

Sugerencia: suponer que wi + A1a = wo + Aga, con wi,wes € W, A, A0 € C, y

demostrar que wy = wa, A1 = \o.
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Sobre la suma de un subespacio y un subespacio de ¢

Ejercicio.

Sean V un espacio vectorial complejo, W un subespacio de V, a € V' \ W.
Demostrar que W N (Ca) = {0y }.

Demostrar que cada elemento de W + Ca tiene una representacién tunica en forma
w4+ Aa, con weW, \eC.

Sugerencia: suponer que wi + A1a = wo + Aga, con wi,wes € W, A, A0 € C, y

demostrar que wy = wa, A1 = \o.

En otras palabras, W + Ca es la suma directa de W y Ca.
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Criterio de hipersubespacio

Proposiciéon

Sea V' un espacio vectorial complejo y sea W un subespacio de V.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) V/W es un espacio vectorial de dimensién 1.

(b) existe a en V' \ W tal que V =W + Ca.
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Criterio de hipersubespacio

Proposiciéon

Sea V' un espacio vectorial complejo y sea W un subespacio de V.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) V/W es un espacio vectorial de dimensién 1.

(b) existe a en V' \ W tal que V =W + Ca.

Observacion.

Como vimos en el ejercicio anterior, en la condicién (b) tenemos una suma directa.
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Criterio de hipersubespacio

Proposiciéon

Sea V' un espacio vectorial complejo y sea W un subespacio de V.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) V/W es un espacio vectorial de dimensién 1.

(b) existe a en V' \ W tal que V =W + Ca.

Observacion.
Como vimos en el ejercicio anterior, en la condicién (b) tenemos una suma directa.

Cuando W tiene una de estas propiedades, se dice que W es un hipersubespacio

o subespacio de codimensién 1.
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Demostracion, (a)=>(b)

Supongamos que dim(V/W) = 1.
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Demostracion, (a)=>(b)

Supongamos que dim(V/W) = 1.
Elegimos A € V/W tal que V/W = lin(A).
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Demostracion, (a)=>(b)

Supongamos que dim(V/W) = 1.
Elegimos A € V/W tal que V/W = lin(A).
Elegimos a € A. Entonces A =a + W.
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Demostracion, (a)=>(b)

Supongamos que dim(V/W) = 1.
Elegimos A € V/W tal que V/W = lin(A).
Elegimos a € A. Entonces A =a + W.

Demostremos que a ¢ W.
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Demostracion, (a)=>(b)

Supongamos que dim(V/W) = 1.
Elegimos A € V/W tal que V/W = lin(A).
Elegimos a € A. Entonces A =a + W.

Demostremos que a ¢ W.
Sia € W, entonces A =W = Oy y y dim(V/W) = 0. Contradiccion.
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Demostracion, (a)=>(b)

Supongamos que dim(V/W) = 1.
Elegimos A € V/W tal que V/W = lin(A).
Elegimos a € A. Entonces A =a + W.

Demostremos que a ¢ W.
Sia € W, entonces A =W = Oy y y dim(V/W) = 0. Contradiccion.

Demostremos que V C W + Ca.
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Demostracion, (a)=>(b)

Supongamos que dim(V/W) = 1.
Elegimos A € V/W tal que V/W = lin(A).
Elegimos a € A. Entonces A =a + W.

Demostremos que a ¢ W.
Sia € W, entonces A =W = Oy y y dim(V/W) = 0. Contradiccion.

Demostremos que V C W + Ca.
Sea x € V.
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Demostracion, (a)=-(b)

Supongamos que dim(V/W) = 1.
Elegimos A € V/W tal que V/W = lin(A).
Elegimos a € A. Entonces A =a + W.

Demostremos que a ¢ W.
Sia € W, entonces A =W = Oy y y dim(V/W) = 0. Contradiccion.

Demostremos que V C W + Ca.
Sea x € V. Como z+ W € V/W =1lin(A), existe A en C tal que x + W = da + W.
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Demostracion, (a)=-(b)

Supongamos que dim(V/W) = 1.
Elegimos A € V/W tal que V/W = lin(A).
Elegimos a € A. Entonces A =a + W.

Demostremos que a ¢ W.
Sia € W, entonces A =W = Oy y y dim(V/W) = 0. Contradiccion.

Demostremos que V C W + Ca.
Sea x € V. Como z+ W € V/W =1lin(A), existe A en C tal que x + W = da + W.
Esto implica que x — Aa € W, z € W + Ca.
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Demostracion, (b)=-(a)

Supongamos que a en V\ Wy V =W + Ca.
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Demostracion, (b)=-(a)

Supongamos que a en V\ Wy V =W + Ca.

Demostremos que el vector a + W forma una base de V/W.
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Demostracion, (b)=-(a)

Supongamos que a en V\ W y V =W + Ca.
Demostremos que el vector a + W forma una base de V/W.

Como a ¢ W, tenemos a + W # W, esto es, a + W # Oy .
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Demostracion, (b)=-(a)

Supongamos que a en V\ W y V =W + Ca.
Demostremos que el vector a + W forma una base de V/W.
Como a ¢ W, tenemos a + W # W, esto es, a + W # Oy .

Sea X € V/W. Elegimos = € X.
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Demostracion, (b)=-(a)

Supongamos que a en V\ W y V =W + Ca.
Demostremos que el vector a + W forma una base de V/W.
Como a ¢ W, tenemos a + W # W, esto es, a + W # Oy .

Sea X € V/W. Elegimos = € X.

Entonces existen w € W, A € C tales que z = w + Aa.
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Demostracion, (b)=-(a)

Supongamos que a en V\ W y V =W + Ca.
Demostremos que el vector a + W forma una base de V/W.
Como a ¢ W, tenemos a + W # W, esto es, a + W # Oy .

Sea X € V/W. Elegimos = € X.
Entonces existen w € W, A € C tales que z = w + Aa.
Luego x € Aa+ W, estoes, X = da+ W = Aa+ W).
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Si f: V — C es un funcional lineal, entonces ker(f) es un subespacio de V.
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Si f: V — C es un funcional lineal, entonces ker(f) es un subespacio de V.

Obviamente,
f=0y_c <~ ker(f) =V
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Los nicleos de funciones lineales no nulos son

Sea V un espacio vectorial complejo y sea f: V' — C un funcional lineal no nulo.

Entonces ker(f) es un hipersubespacio en V.
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Los nicleos de funciones lineales no nulos son

Sea V un espacio vectorial complejo y sea f: V' — C un funcional lineal no nulo.

Entonces ker(f) es un hipersubespacio en V.

Demostracion.
Pongamos W := ker(f). Elegimos a € V tal que f(a) # 0. Entonces a ¢ W.
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Los nicleos de funciones lineales no nulos son

Sea V un espacio vectorial complejo y sea f: V' — C un funcional lineal no nulo.

Entonces ker(f) es un hipersubespacio en V.

Demostracion.
Pongamos W := ker(f). Elegimos a € V tal que f(a) # 0. Entonces a ¢ W.

Demostremos que V=W + Ca. Sea z € V.
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Los nicleos de funciones lineales no nulos son

Sea V un espacio vectorial complejo y sea f: V' — C un funcional lineal no nulo.

Entonces ker(f) es un hipersubespacio en V.

Demostracion.
Pongamos W := ker(f). Elegimos a € V tal que f(a) # 0. Entonces a ¢ W.

Demostremos que V = W + Ca. Sea z € V. Pongamos
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Los nicleos de funciones lineales no nulos son

Sea V un espacio vectorial complejo y sea f: V' — C un funcional lineal no nulo.

Entonces ker(f) es un hipersubespacio en V.

Demostracion.
Pongamos W := ker(f). Elegimos a € V tal que f(a) # 0. Entonces a ¢ W.

Demostremos que V = W + Ca. Sea z € V. Pongamos

Entonces f(w) =0,
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Los nicleos de funciones lineales no nulos son

Sea V un espacio vectorial complejo y sea f: V' — C un funcional lineal no nulo.

Entonces ker(f) es un hipersubespacio en V.

Demostracion.
Pongamos W := ker(f). Elegimos a € V tal que f(a) # 0. Entonces a ¢ W.

Demostremos que V = W + Ca. Sea z € V. Pongamos

Entonces f(w) =0, w e W,
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Los nicleos de funciones lineales no nulos son

Sea V un espacio vectorial complejo y sea f: V' — C un funcional lineal no nulo.

Entonces ker(f) es un hipersubespacio en V.

Demostracion.
Pongamos W := ker(f). Elegimos a € V tal que f(a) # 0. Entonces a ¢ W.

Demostremos que V = W + Ca. Sea z € V. Pongamos

Entonces f(w) =0, we W,z =w + ;Ez; ac W+ Ca.
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Los hipersubespacios son ntucleos de funcionales

Sea V' un espacio vectorial complejo y sea W un hipersubespacio de V.

Entonces existe un funcional lineal no nulo f: V' — C tal que ker(f) = W.
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Los hipersubespacios son ntucleos de funcionale

Sea V un espacio vectorial complejo y sea W un hipersubespacio de V.

Entonces existe un funcional lineal no nulo f: V' — C tal que ker(f) = W.

Idea de demostracion.
Sea a € V\ W tal que V=W 4 Ca. Vamos a definir f: V — C.
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Los hipersubespacios son ntucleos de funcionale

Sea V un espacio vectorial complejo y sea W un hipersubespacio de V.

Entonces existe un funcional lineal no nulo f: V' — C tal que ker(f) = W.

Idea de demostracion.
Sea a € V\ W tal que V=W 4 Ca. Vamos a definir f: V — C.

Dado x en V, existe un tnico par (w,\) € W x C tal que z = w + \a.

Pongamos f(x) == .
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Los hipersubespacios son ntucleos de funcionale

Sea V un espacio vectorial complejo y sea W un hipersubespacio de V.

Entonces existe un funcional lineal no nulo f: V' — C tal que ker(f) = W.

Idea de demostracion.
Sea a € V\ W tal que V=W 4 Ca. Vamos a definir f: V — C.

Dado x en V, existe un tnico par (w,\) € W x C tal que z = w + \a.

Pongamos f(x) == .

Es facil ver que f es lineal y que ker(f) = W.
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Plan

© . Cuando ker(f) = ker(g)?



;. Cuéndo ker(f) = ker(g)?
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Sea V un espacio vectorial complejo y sean f,g: V' — C funcionales lineales.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) Existe c en C\ {0} tal que g = cf.
(b) ker(f) = ker(g).



;. Cuéndo ker(f) = ker(g)?
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Sea V un espacio vectorial complejo y sean f,g: V' — C funcionales lineales.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) Existe c en C\ {0} tal que g = cf.
(b) ker(f) = ker(g).

La implicacién (a)==(b) es trivial.



Introduccién y definicién Hipersubespacios ;,Cuando ker(f) = ker(g)? f es acotado <= ker(f) es cerrado
00000000000 000000000 ooe 00000

Demostracion (b)=-(a)

Suponemos ker(f) = ker(g). Lo denotamos por W.
Si f = O0y_c, entonces ker(g) =V = ker(f), luego g = Oy _c.
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Demostracion (b)=-(a)

Suponemos ker(f) = ker(g). Lo denotamos por W.
Si f = 0y, entonces ker(g) =V = ker(f), luego g = Oy _c.

Suponemos f # Oy _c. Elegimos a € V' \ W.
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Demostracion (b)=-(a)

Suponemos ker(f) = ker(g). Lo denotamos por W.
Si f = 0y, entonces ker(g) =V = ker(f), luego g = Oy _c.

Suponemos f # Oy _c. Elegimos a € V' \ W.
Entonces V. =W + Ca, f(a) # 0, g(a) # 0.
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Demostracion (b)=-(a)

Suponemos ker(f) = ker(g). Lo denotamos por W.
Si f = 0y, entonces ker(g) =V = ker(f), luego g = Oy _c.

Suponemos f # Oy _c. Elegimos a € V' \ W.
Entonces V- =W + Ca, f(a) # 0, g(a) # 0. Pongamos
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Demostracion (b)=-(a)

Suponemos ker(f) = ker(g). Lo denotamos por W.
Si f = 0y, entonces ker(g) =V = ker(f), luego g = Oy _c.

Suponemos f # Oy _c. Elegimos a € V' \ W.
Entonces V- =W + Ca, f(a) # 0, g(a) # 0. Pongamos

Dado z en V, encontramos (w,\) € W x C tal que z = w + Aa.
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Demostracion (b)=-(a)

Suponemos ker(f) = ker(g). Lo denotamos por W.
Si f = 0y, entonces ker(g) =V = ker(f), luego g = Oy _c.

Suponemos f # Oy _c. Elegimos a € V' \ W.
Entonces V- =W + Ca, f(a) # 0, g(a) # 0. Pongamos

Dado x en V, encontramos (w, ) € W x C tal que x = w + Aa. Entonces

9(x) = g(w+ Aa) = Ag(a) = Aef(a) = cf (w+ Aa) = cf (x).
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Plan

@ / es acotado < ker(f) es cerrado



f es acotado <= ker(f) es cerrado
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Proposicion

Sea V' un espacio normado complejo y sea f: V' — C. Entonces

f es acotado = ker(f) es cerrado.
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Proposicion

Sea V' un espacio normado complejo y sea f: V' — C. Entonces

f es acotado = ker(f) es cerrado.

La implicacién = es trivial porque
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Proposicion

Sea V' un espacio normado complejo y sea f: V' — C. Entonces

f es acotado = ker(f) es cerrado.

La implicacién = es trivial porque

ker(f) = ' [{0}],

y el conjunto {0} es cerrado en C.
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Demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerradoy que W # V. Seaa €V \ W.
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Demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerradoy que W # V. Seaa €V \ W.

=d(a, W t = inf |la —y]|.
r (a, W), esto es, r ylélWHa ol
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Demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerrado y que W # V. Seaa € V \ W.
=d(a, W t = inf — |
r (a, W), esto es, r ylélW lla —yl|

Dado = en V, encontramos (w,\) € W x C tal que x = w + Aa.
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Demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerrado y que W # V. Seaa € V \ W.
=d(a, W t = inf [a —y||.
r (a, W), esto es, r=inf lla —yl|
Dado x en V, encontramos (w, ) € W x C tal que z = w + Aa. Si A # 0, entonces

f(@) = f(w+ Aa) = Af(a),
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Demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerrado y que W # V. Seaa € V \ W.
=d(a, W t = inf [a —y||.
r (a, W), esto es, r=inf lla —yl|
Dado x en V, encontramos (w, ) € W x C tal que z = w + Aa. Si A # 0, entonces

f(@) = f(w+Ara) = Af(a), ||| = [w+da] = [A]

1
a+ XU)H > |\l T,
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Demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerrado y que W # V. Seaa € V \ W.
=d(a, W t = inf [a —y||.
r (a, W), esto es, r=inf lla —yl|
Dado x en V, encontramos (w, ) € W x C tal que z = w + Aa. Si A # 0, entonces

f(@) = f(w+Ara) = Af(a), ||| = [w+da] = [A]

1
a+ XU)H > |\l T,

] r
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Demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerrado y que W # V. Seaa € V \ W.
=d(a, W t = inf |la —y]|.
r (a, W), esto es, r=inf lla —yl|
Dado = en V, encontramos (w,\) € W x C tal que x = w + Aa. Si A # 0, entonces

f(@) = f(w+Ara) = Af(a), ||| = [w+da] = [A]

1
a+ XU)H > |\l T,

@)l _ £l

] r

En el caso A = 0, la desigualdad también se cumple.
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Otra demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerrado y que W # V.

Entonces V/W es un espacio normado. Ya sabemos que dim(V/W) = 1.
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Otra demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerrado y que W # V.

Entonces V/W es un espacio normado. Ya sabemos que dim(V/W) = 1.

Sea Q: V — V/W la proyeccién canénica: Q(z) :=x + W.
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Otra demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerrado y que W # V.

Entonces V/W es un espacio normado. Ya sabemos que dim(V/W) = 1.
Sea Q: V — V/W la proyeccién canénica: Q(z) :=x + W.

Sabemos que @ € B(V,V/W).
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Otra demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerrado y que W # V.

Entonces V/W es un espacio normado. Ya sabemos que dim(V/W) = 1.

Sea Q: V — V/W la proyeccién canénica: Q(z) :=x + W.
Sabemos que Q € B(V,V/W).

Sea A: V/W — C un isomorfismo.
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Otra demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerrado y que W # V.

Entonces V/W es un espacio normado. Ya sabemos que dim(V/W) = 1.
Sea Q: V — V/W la proyeccién canénica: Q(z) :=x + W.

Sabemos que Q € B(V,V/W).

Sea A: V/W — C un isomorfismo.

Como dim(V/W) =1, A € B(V/W,C).
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Otra demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerrado y que W # V.

Entonces V/W es un espacio normado. Ya sabemos que dim(V/W) = 1.

Sea Q: V — V/W la proyeccién canénica: Q(z) :=x + W.
Sabemos que Q € B(V,V/W).

Sea A: V/W — C un isomorfismo.
Como dim(V/W) =1, A € B(V/W,C).

Consideramos g := A o . Tenemos g € B(V,C) y

ker(9) ={ze€V: a2+W=W}=W.



Introduccién y definicién Hipersubespacios ;. Cuéndo ker(f) = ker(g)? f es acotado <= ker(f) es cerrado
00000000000 000000000 000 00000

Otra demostracion de <=

Supongamos que W := ker(f) es cerrado y que W # V.

Entonces V/W es un espacio normado. Ya sabemos que dim(V/W) = 1.

Sea Q: V — V/W la proyeccién canénica: Q(z) :=x + W.
Sabemos que Q € B(V,V/W).

Sea A: V/W — C un isomorfismo.
Como dim(V/W) =1, A € B(V/W,C).

Consideramos g := A o . Tenemos g € B(V,C) y
ker(9) ={ze€V: a2+W=W}=W.

Como ker(f) = ker(g), existe ¢ € C\ {0} tal que f = cg. Luego f € B(V,C).
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Ejemplos de funcionales lineales no acotados

Ejercicio.

Aceptemos como un hecho que cualquier conjunto linealmente independiente esta
contenido en una base de Hamel.

Demostrar la existencia de un funcional lineal no acotado f: ¢y — C.

Verificar que ker(f) es un hipersubespacio no es cerrado.
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Ejemplos de funcionales lineales no acotados

Ejercicio.

Aceptemos como un hecho que cualquier conjunto linealmente independiente esta
contenido en una base de Hamel.

Demostrar la existencia de un funcional lineal no acotado f: ¢y — C.

Verificar que ker(f) es un hipersubespacio no es cerrado.

Ejercicio.
Sea f: V — C un funcional lineal no acotado.

Demostrar que el subespacio ker(f) es denso en V.



	Introducción y definición
	Hipersubespacios
	Criterio de igualdad de los núcleos de funcionales lineales
	Funcional es acotado ssi su núcleo es cerrado

